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Delle quantità infiniteiime s della Quadratura 

e rettificazione delle Civve i e della Ia« 

tegrazione delle formole di una 

fola variabile» 

CAPO PRIMO. 

Uen ielle quaMtità infinit^mt» 

I* wk éA quantità infinitefimM altre non è ^fì non fi là 
^ quantità minore di qualunque data ^ la quale veniva dagli 
Antichi chiamata in ajuto , quando volevano faragpnare le 
figure rettilinee colle curvilinee . La quadratura della Pa» 

evo tabola , che ci ha lafciata Archimede illuftri la pre* 
"^ fente materia. Nella parabola B AD ( Fig. r. ^ fi 
. ^ conduca qualunque corda B D , divifa in due parti u«^ 
ò guali in C| e per C conducali il diametro C A^ il 
cui vertice (ia A; congiunte B Aj D A f\ formi il tri** 
angolo SAD\ il quale differifce dallo Ipaziò' paraibo* 
lieo BAD pei due fcgmcntt BKA, -rf G?23; 4ivife 
in due parti eguali le rette A B ^ A D in H y ed E^ 
e condotti i diametri K H 3 G £ , fi intendano formati 
due triangoli BKAj ACD^ì quali fenza dubbia fo- 
no maggiori della metà degli fpazii parabolici A k B^ 
AGD; perchè qucftl tritingoli fono la metà idei pa- 
rallelogrammi circonfibritti 3 che fenza dubbio fono mag<» 
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glori degli ip^tn p^rabalici. Se fjpra le corde B K^ 
KAy dQ^ CJ O fi intelaiano formati quattro tiìango»- 
Xì nella ftclTa maniera, che fi fono formati gli altri 
BK 4^ AGD^ farà la loro forama maggiore della 
metà di^i quattro fpazii parabolici JBJf , KA^ AG-^ 
AD\ lo ft e ilo avverta, fé fi formino m firailmodo al- 
tri otto triangoli fopra gli otto lati dei auattro. tri- 
angoli, altri ledici fopra ifedicL lati degli otto , t> 
cosi indefinitamente; e comecché il triangolo BAI> 
è maggiore dei due BKA^ AGD^t quefti due fona 
maggiori dei. quattro fatti fopra i loro Tati, ed i quat- 
tro fono ma^ggiori degli, otto, e gli otto dei fedici fat- 
ti parimenti lopra i loro latice cosi fucccifivanEientc^ 
quindi la fomma dei triangoletti* nuovamente infcritti 
nel fegmento parabolico BAD farà più piccola, qjiian- 
to più quefti fono maggiori di numero, e perciò i-vp- 
Cora la fomoia dei fegmenti parabolici fottefi dai loro 
lati farà piiì pìc<;iola > quanto più farà il loro numero 
maggiore: adunque la diflferpnzia tra lo. ;Q)azio parabo- 
lico BA,D^ e la fomma totale dei ^ triangoli B.ADy 
B K A yAG D cc^j verrà continuamente a diminuirff 
collo Àtifcrivere nao.vì t;riaingpli nella maniera divifata. 
Da ciò. fi ricava legittimamente; > che la fomma totar 
le di tutti i triangoli infcrttt.i> quando faranno dinu- 
jnero Infinito , fia eguale a) fegmento parabolico B AD; 
perchè, altrimenti, cioè, le, non fi ayefle quefta ugua- 
glianza, vi. farebbe, qualche ^^Sctctìzsì determinata tra 
la ptcd3Wajfc>mnu, .ed il fegmetito ; onde non farebbe 
vera, .ch« la ditF^reqaa tra la fomm* dei triangoli inr 
fcritti» ed il fegmeuto parabolico BAC fi dirainu,ifle 
contio<iafpente fcnza. lim-ite alcuno , con tto ciò che fi 
^. dimoflrato •. Adunque cjii -determinerà la fomma dei 
txi$iiìgoU^B^4I?^9 B k Aj AG I>r^c*-^^ numero infi- 
ti^avrà dcifirmiuato ancpra^ lo fpa»io tcttilincò eguale 



al fermento parabolico BAD. In varie maniere fi 
pud' determinare la fomma totale dei predetti triango- 
li , tra le quali fcelgo la feguente • Si conducano M G, 

C D 

HE parallele a CD; eflendo MG = NJE = 

farà per la natura delb parabola MA^^ , e per- 

C A 4 

cìiy MH=zG Ez=: . Ma i due triangoli C AB ^ 

4 
A EGy che anno gli angoli eguali CAE^AEC^ fo- 
no in ragion comporta dei lati C A: G E^ ed A D- AE; 
dunque faranno ancora ia ragion conìpofta di 4 : i ^ e 

<lt a M j» onde fata il triangolo ÀKG = . . >■ > ed il 

triangolo AQD=. — y— . Nella ftcffa guifa fi dimoftra, 

2 B A C 

che il triangolo BKA fia eguale a — — ; onde i 

due triangiJli -^GD 5 BKA fono eguali a —5^ — • 

o 

Con fimil metodo fi diraoftra , che i triangoli fatti fb* 
pra AG y QD fono eguali a«^^-— — = 5^- — j e 

che i triangoli fatti fopra ^JC, K y! fono eguali a-^ 

a* Bile ^ . > i^SyfD ,. 

--~ — ^ onde tutti e quattro fono =;— — — ;gU 

.23 

otto fatti fopra i lati dei qua.ttto fono eguali z — BADy 
ì tedici fatti fopra i lat^degli otto fono eguali 



^ .BAD. Onde la ferie infinita dei triangoli fari la 
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,11, —5 -L, JL ce. ) la qual ferie à per termino 

generale — ^^ , adunque la fomma farà A BD 

/f J* ^ ) pel capo 7. del libro ?. del Tomo r. 

num. i8 : Ma fuppofto n numero infinito la fraziono 
diviene minore di qualunque data; dunque la 

lomina di tutti i triangoli di numero infinito farà e« 
guale ad ABD.^. Ma quefta fomma eguaglia lo fpa* 
zio parabolico ; dunq le lo fpazio parabolico BADè 

eguale a ^ — — j* cioè al triangolo BADy più la- 

fua terza parte # 

IL Ora fé confidereremo con attenzione la forza 
di duefta dimoftrazione, la troveremo appoggiata a que- 
lli aue fondamenti; I. Che la differenza tra la fomma 
dei triangoli inferirti fi diminuifce fenza limite 9 al mol* 
tiplìcarfi dei triangoli , il che viene efpreflb ancora— 
col dire che U f redetta differenzu Ji fa minore di qua^ 
Innque data . 2. Che pofta tal differenza minore di 

aualunque data 9 la fomma dei triangoli) quando fono 
i numero infiniti , cioè nel limite y eguaglia perfetta* 
mente lo fpazio parabolico . Per tanto gli Antichi o« 
jni qual volta avevano dimoftrato , che la differenza 
:ra due quantità fi diminuiva fenza limite 9 o C\ face- 
va minore di qualunque data, immediatamente conclu-» 
devano ) che quelle due quantità erano nel limite per- 
fettamente eguali, perchè fé nel limite, dicevano, non 
fono eguali) farebbero difuguali, e la loro differenza 
farebbe determinata : onde non farebbe vero che - là 
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differenza fra le predette quantità prima del limito 
fofle minore di qualunque data , contro ciò che fi è 
fuppofto ; il qual genere di dimoftrazione, ^ come ogn* 
uno vede, k dotato dì tutta J'cfattezza> e di tutta V 
evidenza defiderabi'e • 

III. E* egli cofa per fé fteffa «videntifìima , che 
la differenza minore di qualunque data non fia una 
quantità determinata ^ ma foltanto una condizione 
della differenza^ cioè la condizione ^i poterfi dimi* 
nuire fenza limite; è chi fi figuraife tal condizione fot- 
to 1* idea di una quantità determinata , (come a qual- 
cuno ingannato dalle compendiofe éfpreHioni di tale 
condizione potrebbe accadere ) non comprenderebbe 
U forz^ del metodo , « caderebbc in moitiflimi affur* 
di • Quelle quantità jininori di. qualunque data fono fta* 
te chiamate dai moderni matematici 5 quantità infinta 
te/ime ^ differenze infinitejtme , differenziali ^fiujjtoni^ quan^ 
Ma nafcentì , quantità ^vanefienti 5 elementi ec fecondo 
Tjafjpetto , fotp /cui fé le fono rapprqfentatC3 i quali afy 
netti acciocché non fieno erronei>deono poterfi ridurre al* 
le quantità minori di qualunque data degli Antichi . 

IV. Intefa la natura delle quantità infinitcfime , (1 
intende fenza difficoltà che cola fieno i diverfi ordini 
delle medelime . -Sia BC { Tig. i. ) la differenza delljp 
due rette JlC\ AB^ la quale fuppóngafi Infinitefinja, 
cioè minore- di qualunque data^ oflia diminuirfi oltre 
qualunque limite ; farà fimilmènte 51 lettangolp BT in* 
.finiteiimo in jiguaxda ai icttanjgoU A?^ >f >l;nngafi 
adetfb la lineaZJjSménitefima m ilguardo alle due ret- 
te CFy STy farà ancora il tettaugoletto iSinfiniter 
fimo lifpetco jai due/rettangoli,^ I^> XP; adunque ij 
rettangoletto BS è ipfinltefimiDi TÌflpcJ:.to al rettangolct- 
to BP, che è infinitefimo, cioè 11 ' rettangolo BS^ 

infinitcfimo di infinitcfimo . Perciò il rettangolo BV fi 

chra. 
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chiama infimtejtmo del primo or Une ^ 51 rettangola BS 
ìnfnìtejtmo del Jecondo ^' così un* altra differenza , che 
rifpettivameiite al rettangolo B S fi diininuiffe oltre qiia-' 
liinque limite, fi chiamerebbe ìnfinìte/tma del terzo ordU 
ne. Lo fteflb intenda fi del quarto > quinto, fcfto ce. 
ordine degli infinitefimi. 
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Cognizioni elementari della Geometria 
degli Infinttejtmi . 

Quando nomìnianfio quantità ìnfinitefime del prl^* 
mo 5 fecondo eci' ordini, fènz* altro aggiungere^ 
*^ intendiamo ciò rifpettivamente alle quantità 
finite • 

I. Propofizìone prima, òli angoli al centro , o al« 
la periferia di un cerchio di raggio finito, fé fono rn* 
fìnitcfimi, fottendono archi infinitefimi. Imperciocché 
gli angoli al centro, o alla periferia fono fempre prò* 
porzionali agli archi, fopra cui infiftono ; ma agli an« 
goU finiti corrifpondono fempre archi finiti; aunqoe 
agli angeli infinitefimi cqrrifponderanno fempre archi . 
infinitefimi. 

• . II. Propofizìone feconda. In qualunque cerchio > 
cnc per chiarezza (uppóngo di* rapeio finito , P arco 
BMC ^ { F^. g. ) e la corda B C fono infinitefimi del- 
lo fteflfo ordine. Si prenda V arto hMC nella perife- 
ria del cerchio quante volte fi può, e agli archi fi in- 
tendano Condotte le cTorde rifpettive ; farà Parco BMC 
"Uh fomma di tutti gli archi ,'come la corda JBC alla 
fpmtna di tutte le corde; ma la fomma di tutti gli ar- 
chi 9 e la fomma dì tutte le corde fono dello fteflb 

or» 
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orditie^ cioè finite; dunque l' arco BMC^ eia corda 
BC fono dello fteflb ordine d'agli inftnitefimì . 

III. Condotta dai centro A alla corda £ C la nor- 
male A KM taglierà la corda £ C ^ e 1' arco in due 
porzioni eguali; dal che' fegue, che V arco CMy ed il 
feno fieno infinitefimi dello fteffo ordine. E* facile an- 
cora vedere, che i' angolo KACy ed il feno fieno in- 
finitefimi dello fteifo ordine > egjerciò che nel trian- 
golo K ACy che anzi in qualunque triangolo ^ gli an« 
goti fono fempre dello fteflb ordine^di cui fono i Uti 
rifpettiyamente a loro • 

IV. Propofizione terza . Nel triangolo rettangolo^ 
ed acutangolo un folo angolo può eflere infiniteumo; 
nel triangolo poi ottufangolo poflbno eflere dae , t 
poflbno eflere di diverfi ordini • La prima parte è chia- 
riflfima. La feconda fimilmente è chiara; due angoli 
infinitefimi di qualunque ordine infieme con un' ango« 
io ottufo poflbno fare la fomma di due retti. 

V. Propofizione quarta. Nel triangolo rcttangOf- 
lo B AC ( Fi£. 4. ) le fia 1* angolo C infinitefima 
del primo ordine > farà il lato oppofto B A infinite* 
fimo dell' ordine fteflb rifpetto agli altri due lati; 
;li altri Iati AC ^ BC y che comprendono V ango« 
infinitefimo) diflerifcono d' una quantità rifpetto 
^ a loro infinitefima del fecondo ordine . £ vicever- 
fa . Dimoftrazione • Sia nel triangolo B A C V ango- 
lo A retto ) il lato oppofto farà B C > che prendafi 
per raggio , BA farà il feno retto delP angolo C; 
dunque il lato BA è infinitefimo del primo ordine 
rifpetto zd AC num. 3* Per dlmoftrare la feconda^ 
parte della propofizione col centro C^y e coli' inter- 
vallo AC taglio CMzziCAy farà BM differen- 
za dei lati ACy BC; e comecché il rettangolo B Al 

- - » 

in BC +C A eguaglia il quadrato B A 1 farà A C^C B : 
iam. U. fi fi A 
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BA::B A: BM ; ma AC -^CB è infinita ri/petto a 
jB yf , dunque BA è infinita in riguardo a B M ;c per- 
ciò B M è infinitefima del fecondo ordine rifpctto ad 
AC.Lz terza parte e facile a dimoftrarfi . 

VI. Propofizione quinta.. Nel triangolo acutango* 
lo fcaleno B A C ( Fig. 5» ) pofto T angolo C infini* 
tefimo del primo ordine , farà il lato oppofto rifpetto 
agli altri lati infinitefiino del primo ordine » i lati poi 
BC^ AC poffono differire d* una quantità rifpetto a 
loro infinitefima di qualunque ordine incominciando dal 
l::condo^ E viceverfa. Dimoftrazione della prima par- 
te . Sia V angolo A minore deìr angolo B j comec- 
ché r angolo A è finito per fuppofizione % condotta 
dall' angolo maggiore B la normale B R nel lato Cjly 
e prefà A B pet raggio farà, il feno retto B R dello fte{^ 
fo ordine di B A num. g. ; ma JB R è infinitefima rif- 
petto z C B del primo ordine num. 5. ; dunque ancor 
B A è infinitefima del primo ordine • Dimoilrazione 
della feconda parte V L* angolo acuto A differifce dal 
retto per 1* angolo. A B Ry il quale è. minore dell' angolof 
infinitefimo C , imperciocché aggiunto di comune T ango- 
lo R £ C deve eflercsC+RBQcioèrangolo retto, maggio- 
re dell'angolo C B Ay che è acuto per fuppofizione /dun- 
que r angolo R B A al più potrà eflere infinitefimo. 
del primo ordine, come lo è C , e perciò^ RAU più 
farà infinitefima. del primo rifpetto ad ^ £, o fia infijii-t 
tefma del fecondo num. 5*.. Ma GB differifce daCR 
per una quantità rifpetto a C B infinitefima del fecon- 
do; 'dunque CB non può differire daC-rf^ che per u-% 
na quantità rifpetto a loro infinitefima del fecondo $ 
pote-ìdo per altro, come è chiaro,- tale differenza eC- 
ter di ordine fu^crioret La terza parte fi dimoftra a« 
gevolmentc • 

VII. 
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VII. Propofiiione fefta . Nel triangolo ottufangolo. 
S A C (^ Fig. ó. ) fé il folo angolo C fia ìnfinitcfimo 
del primo ordine , farà il lato oppofto B A rifpetto a 
B C infinìtefimo dello fteflb ordine; gli altri lati BC, 
jf C diiferifcono di «na quantità ìnfinitefima dello ftef- 
lb ordine di BA^% viceverfa fé un angolo degli a- 
cuti, per cfempioJ9)fia finito., ed il lato contenuto fra 
r angolo ottufo^e V acuto fia infinitefimo,farà Tan* 

folo oppofto C infinitefimo dello fteflb ondine . Dimo- 
razione della prima parte . Dall' angolo ottufo A (i 
cali la normale AK nel lato BC; faranno gli angoli 
B^tBKAy KABfimii; dunque ì lati AB^ BR^ 
K A faranno dello fteffo ordine ; mz, AR rifpetto a 
' C^ è dell* ordine dcir angolo C; dunque B A y BR 
rifpetto z CA faranno dell ordine dell* angolo C.In^ 
oltre B C fupera C R per Iz B R infinite/ima rifpet- 
to aC^ dell' ordine dell'angolo C;maC/f è fupera- 
ta da C if per una quantità ìnfinitefima di uh ordine^ 
il cui eiponente è doppio del numero ^ che efpone V 
ordine deir angolo C num. 5.; eflendo dunque que- 
lla feconda differenza infinitefìma in riguardo z B Ry 
BC fupererà CA per laJBJD infinitefìma deir ordine 
dell' angolo C. La terza parte è facile adimoftrarfi. 
Vili. Propofizione fettima. Nel triangolo ottuf* 
angolo AB C y ( Fig^ 7. ) in cui un angolo Ci in- 
finitefimo dèi primo ordine, ed in cui per chiarezza 
fuppongo il lato CA finito > fé flavi inoltre V ango- 
lo ottufo maggiore dell' angolo retto di una quanti- 
tà ìnfinitefima di qualunque ordine ) farà la diflerenza 
dei lati , che comprendono V angolo infinitefimo., Ìn- 
finitefima del fecondo ordine , Se poi la differenza dell' 
angolo ottufo dal retto fia di un' ordine più baffo dell' 
ordine dell' angolo C, per efempio fé tal differenza 
fia del primo ordine , e 1' angolo C fia del fecondo ; 

B a al. 
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allora la differenza dei Iati CB, CA farà dell* ordì* 
ne , che rifuka fommando T ordine delP angolo C 
colP ordine della differenza delP angolo C B ^f dal reN 
to; che nel ca(b farà del terzo ordine. Dimoftrazio* 
re della prima parte • Si conduca B S normale a J5 C; 
cffendo P angolo ^BS infinìtefiroo nel triangolo ot- 
tufangolo ABS farà SA iniìnitefima in riguardo a 
B S num. d«; la qual BS k infìniteftma riipetto aCB 
Bum. 5. ; ma C S fupera C JB per una quantità infim* 
tefìma del fecondo ordine > adunque C A non può fu« 
perare C £ 9 che per una quantità infìnitefima del fe« 
condo ordine.. Dimoftrazione della feconda parte . ^ S 
in riguardo ad ^ B è infìnitefima deli' ordine primo ; 
AB in riguardo a BC è infìnitefima delP ordine fe« 
condo ; dunque S A in riguardo a B C è dell* ordine 
terzo ; ma C S fupera C B per una quantità iirfìnitefi* 
ma dell* ordine quarto ; dunque C A fupererà C B pei 
la 5 ^ iofinitefima dell' ordine terzo . 

IX. Propofizione ottava . Nel triangolo ottufangolo 
ABC (Fi^*S.) fé i due angoli A , C fieno infinitefimi del- 
lo fteflb ordine j che per chiarezza fuppongo del pri- 
mo 5 tutti i fati fono dello ftcffo ordine ; la differenza 
poi del lato A C oppofto air angolo ottufo B dai lati ABy 
B Cjche contengono l'angolo ottufo è infìnitefima rifpetto 
ai Lati del fecondo ordine. Viceverfa fé nel triangolo 
bttuiangolo ABC tutti i lati fono dello fteffo or- 
dine }. e r angolo B difFerifca da due retti per una quan* 
tità infìnitefima del primo ordine , faranno gli angoli 
Ay C infinitefimi del primo ordine . Dimoftrazione del- 
la prima parte.. Dair angolo ottufo B nella bafe^C 
fi cali la normale B 5, farà quella in riguardo al lato 
B C infìnitefima del primo ordine , come lo è in riguar- 
do B, BA; dunque BC^ BA fono dello ft^flb ordine; 

<ial che fi vede facilmeatc che fia ancora il terzone 

dell' 
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dell* ordine fteffo . Dìmoftrazionc della feconda parte» 
JB C diffcrifce da C S per una q.uaotità infinitefima del 
feconda ordine,, come AB differifce da S ^ ; duuquc 
BA-^BC differifce da AC per unst quantità, infini- 
tefimsi deir Ordine fecondo^ La teru parte facilmea* 
te fi diiboftra . 

X. Propofizione nona . Nel triangola ottuiàngolo 
jf B C ( Fig. 8. ) fc due angoli A e C fieno infinite- 
fimi > cioè A del primo ordine j C del fecondo > fari 
il lato AByop^o^o air angolo C> infinitefiipo del pri* 
mo; i lati B C ^ CAy che comprendoino l* anj^olo in- 
finitefima C differifcono per la lineola AB. Yicever- 
fa fé il lato B A Ìkl infìnitefimo det primo ordine > e 
1* angolo B differifca dair angolo retto per una quan- 
tità infinitefima del primo ordine , farà V angolo op- 
pofto C infinitefima del fecondo ordme > e F angolo 
A del primo * Dimoftrazione della, prin^ parte . vair 
angolo ottufo B nel lato AC {\ cali la £ S normale; 
farà B S riguardo a £ C del fecondo ordine , e in ri- 
guardo z BA del primo; dunque jB4 in riguardo a 
B C farà del primo • Dimoftrazione della feconda par* 
te . Eifendo T angola A infinitefino del primo ordine 
farà la differenza dei lati ABy AS infinitefima del 
fecondo ordine in riguardo ad iJtJt, cioè del terza «or^ 
iiine, eflendo AB rifpetta zd AC infiiiitefima del pri- 
mo; ed effendo V angolo BCS infinitefimo del fecon» 
do ordine > farà la differenza dei lati BC^CS riguar- 
do a B C del quarto ordine ; opde la differenza, tra 
ACy e C B , farà del primo ordine > cioè AB.Xz ter-» 
za parte è facile a dimoftrarfi. . 

XI. Propofizione decima. Nel triangolo rettango- 
lo , ed acutangolo, in cui fiavi un angolo infinitefimo^ 
.gli altri angoli poffono prenderfi per eguali ^ ciò. però 
non avvieoc ael triangolo ottufangcJa. Quefta. PropoA 
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fizionc è manifeftiffima per le cofe dette ; ciò non o* 
ftante è degna di particolare rifleffione ; imperciocché 
ci infegna, che quantunque alcune figure nella fuppo« 
(izione di qualche loro elemento infinitefimo fi poifa- 
no confondere con- altre figure in riguardo a qualche 
proprietà , ci ìnfegna, dico 9 che tali figure non lì deb- 
bano preci pi tofam ente confondere colle feconde in ri- 
guardo a tutte le loro proprietà . Così tutti i triango- 
li 9 che hanno un angolo infinitefimo , fi pofTono con- 
fondere coi triangoli ifofceli in riguardo ai lati) ma 
lion già rapporto agli angoli alla bafe , perchè nel tri- 
angolo ottuiangalo quefta confeguenza^ condurrebbe ad 
un t>atente paralogifmo , come u raccoglie dalla prò- 
pofizione ; adunque ogni qual volta fi vogliono con» 
fondere due figure in riguardo a qualche proprietà me- 
diante gli infinitefimi, bifogna dimoilrare rigorolkmea* 
te 3 che ciò fia lecito. 



CAPO III. 

Del differenziare ^ e dello Integrare . 

t. T^^Ifferenziare una formola 5 altro non e , fé non 
U fé trovare la variazione ^ che ella foffre 9 poflo 
che fiafi alterata la quantità di qualche fuo elemento* 
(- La lettera d in appreiTo^ quando fia prefifla a qualche 
quantità > difegnerà la porzione per cui la quantità (i 
fuppone accrelciuta , o diminuita , la qual porzione li 
fttol chiamare differenza : cosi dx denota laporzionci 
per cui la X fi fuppone accrefciuta> — dx indica la 
porzione) per cui x fi fuppone diminuita • ) Efemplo 
del differenziare fia il feguente . Abbiafi la formola 
kx+xx^ in cui a fia celante ^ cioè noa foggctta a 

can- 
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cangiamento ahruno , x al contrario (ia variabile^ cioè 
fottopofta a cangiamento ; fingali adunque che la x dU 
venga x+rfx, (i domanda che cpfa diventerà lafbrmo- 
la , e qual cangiamento fofFrirà . Per ciò ottenere , aU 
tro non fi dee fare fé non che fcrivere nella formòla 
x^dx in luogo dì X y onde fia la formola propofta 

cangiata in a.x+dx^x+Tx^ x-^dx > cioè iil. 



a X'+^adx^x x-^zxdx + dx ; dalla formola co* 
sì alterata fi fottragga la propofta ^ ed avremo ad x 



ixd x^ dx > che (arà^il cangiamento della for- 
mola , che fi fuol chiam^arc differenziale dk detta Jòr* 
mola y e fi fuolc indicare nella lègucnte maniera». 
D^ax^x x} ;: onde farà I)( /i,x-t-xx )=:tf ^^-H- 



IX d x-^dx^ ^ Quando le differenze. i/x fono finite j 
ha luogo r efpofta equazione ; ma fé foflcro del gene- 
re delle quantità infinitefime ; allora il prodotto dx^ 
ovvero dx^ dx fvanirebbe in riguardo ad a dx-f-z xdxy 
{upponendofi x finita ^ e perciò fi può tralafciare peit 
k coie dette nel primo Capitolo ^^ adunque in sì rat* 
ta fuppofizìone f^rà. D (a x^xx^=:a d x-^ixdx. 
In quello trattato noi difcorriamo foltanta delle diflfe- 
renze infinitefime y comecché attiflime. al oo^o ^ntpn- 
tO) cioè a fcopYire con: tutta eiacézza>.e (scurezza le. 
proprietà, delle quantità variabili, 

IL Integrare una formola differenziale y altro non 
è fé non fé trovare una formola , la quale differen- 
ziata reftituifca il differenziale dato « S è iliègno dell' 
integrazione o vogUam dire fdoimà -^ cosi S(^a djc-^ 
2xdx ) è ^x-f-xx, perchè differeniiata queft^ fi ot- 
tiene ili x-f- 2 x^/x , che è appunto il dififerehziale 
dato. 

IIL Due gran Problemi ilfoQo.propoftjic^li Ana^^ 

Ulii^ 
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ftu. I. Data una forinola Qualunque ritrovare il fuo dif* 
fcrcnzialc . II. Data una tormola differenziale qualun- 
que ritrovare il fuo integrale , Nella rifolutione dei 
primo fono efli giunti ali* univerfaJicà , che fi defide- 
ravai da cui fono ben lontani quanto alla rifoluzione 
del fecondo, come dalle cofe, che faremo per dìre^lS 
farà manifefto . Per rifolvere il primo problema fi dee, 
come fi è detto, feri vere nella formola V elemento 
colla fua differenza , in vece delP elemento fteflb , e 
dalla formola cosi alterata fottrarre la propofta ; il re« 
fiduo (ara il di£ferenziale ricercato . Avvertati di tra» 
fcurare quel termini > che {Vanifcono rapporto agli al- 
tri . Si voglia per efempio il differenziate di x*" fuppo- 
nendo x variabile ; in vece di x fi feriva x^+^dxncU 

m 

la formola data, onde fia x-^^x , che fapplamo ef* 

* , HI. Wf— I 

fere egoalc a x*4- m x*-* » ^ > •+• ■ x**-* 4x*. • • 

•4*itfx'*:da quefta formola fi fottragga la propoila, ed 
avremo il fuo differenziale izzmx^^^dx^^m . 

x***rfx*.. •4-rfx^; ma comecché i termini feguenti 
di quefto differenziale (vanifcono rifpettivamente al pri- 
mo i dunque quefto folo ritenuto , farà Dx*" ^zm x"-'i?x, 

j^MI j^Mi _ - - - Wi X** 



«r ^^{xr^dx ^ ^ ^^^^ attualmente il binomio 
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X*. y-^dx 
alla poteftà m , e tralafciati 1 termini , che fvanifco* 

•0| fi troverà D>-^=' ■ ■ , Nella ftefla maniera 

fa- 



facilmente fi txo^cAH xjzzzx^dy^y dx , e D — . ss: 
■ fupppncjido variabili 1* x , e r ;y., 

IV, Quando U ficam^ fono complicate, e fpc-i 
ciaimcnte le <:ontengoao radicati per evitare la Jun- 
ghczza del cafcolcy fr richiede dell* induftria, che pet 
lo più riduceiì ad opportune foftituzioni • Eccone gli 
cfempi : Per av^re il differenziale di x'^" ii pongau 
X* =^> j*=ir,faràx"j*' = rrj D x^ y'^zzzt d r-^r. d t; 
ma e ^ r r= my'^"^ d^. y e dtzi^n x"-' i/ x pel. numero 
precedente ; dunque K)ftituendo farà D x^y^^^zm x* jy*^""' 
dy-^ny'^x^^dx:. <:osl per ottenere il differenziale 
del prodotto delle tre variabili x j z ; fi faccia jr a&=^> 
CMide fia xyzzzzMPì ma^ è ydsb-^zdyr^dtyC 

D oi t=yé d t-^t d x j dunque ibilituendo f«à Dxy »=2 
D x'tézxy d x-f-x z> dy -^y z dx. Si voglia il differen- 

ziale di y 2 ax-^xx ; fi ponga 2 ji x-*— x x^=i&| fa^^ 



I » aw^ 



rày^2tfx — xx = »a^ eDv/a/ix— .xxc=jD;&2? 

= — ^ìz» ^x per il numero precedente , cioè ' 

' - > ' .• f- .. , ^ ' ... »* 

Dzf z=, — 7; ma è dz:=zz.Adx — xxd x ^ numeri^ 

precedente 4 xJunque foftituendo farà D a^^ =s 
M'd X — xdx 



2^X XX 



z=iDJ la x-r-xx% In.altra maniera: pon» 



y^ 

gafiy/2iix — xx=.», farà I>y 2 ^ x— x x =ri/j»^ 

e 2tfx — xx = x*, e difFerenzìando farà 2 4r ^ x -— 

' , . 'KM ddx — xdx 

Z xd xzizzzdxf^ Cioè dzzz: 



>a*a«aMi^MiMiM— MaMMiiM 



Sn^m. //• e Mdx 



gdx—ìcd}^ ^jQg fjjpyj^ ^ g. jgj,5j differenziate 
I . fJLj^J^'^D ^— +-1.J ; ma abbiamo 

V*" y* * f ^' 

To precedente , e per confegaenza D \r D -- = 

qucfoftitueiidofaràD^--f-^^ = f ^j-+— | 
X /J__J_\ {ydx-^x^y). Per differenziare 

Vjf* X» / 

^ fi ponga ' ; = g> fa'i I =45«H-x3»,e 
c=iaid Xr+-i %x*d x+x3 i z> , perchè la differenza dcl- 
la coftante è Wro; onde farà </» = — -—j- = 

Zliifl^: effendo pertanto —ti-- == x », e D —-—-; 
(tfj-f-xn* aJ-hx» tf*4-x« 

z=:xdz,^%dxy fatte le foftituzioni di » , e << > fa- 
, X dx l xidx 

V. La rifoluzione generale del fecondo Problema» 
cioè ritrovare la fomma del dato differenziale', man- 
ca e perciò fiamo coftrettì a contenerci nei cafi par- 
ticolari . Conviene prima di ogni altra cofa fapere , 

eoe 
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che alcune formoie differenziali non ammettono in» 
tégrale alcuno di fua propria natura ; e quantunque poi 
altre lo ammettano j ciò non oftante (iamo privi di 
lYietodi per condurle in gran parte alla integrazione 
ricercata; dunque noi daremo i metodi per didingue* 
re quelle da quelle , ed cfporremo i ripieghi, che fi fo* 
no prefi in qqefto ultimo cafo . Frattanto confideriamò 

?uelle formolè) che facilmente fi integrano per le co- 
e che abbiamo detto • 

VI. Abbiamo veduto num. 6. che è D a^ •mtt x^^^d x; 
dunque al rovefcio 5 m x*""' d x farà x"" , da che fi in- 



^m^l 



ferifce facilmente che S x^d x fia , pofto m nu- 

mero pofìtivo • Avvertafi, che alla fomma fi dee ag-r 
giungere fempre il termine coftante, che chiamo A^ il 
quale fi dee poi determinare nei cafi particolari ; per* 
che il differenziale x'^d x > tanto può nafcere dalla^ 



^«4* Z 



formola ^, quanto da quefta •+- A . Similmente ab- 

T , Mf a. X 

biamo veduto che D — = ■ . ^- r- > dunque al rové* 

fcio faràS = — '•+'-^; « perciò S — = . 

+ A. Sappiamo pertanto integrare la-I 



m — I • x*"** 



formola B x^ dx fuppofto m qualunque numerò poff» 



^«I-KI 



tivo e negativo^avendo eflaper integrale £■ ^ -^Ai 

il coefficiente B collante non altera P Integrazione » 
come è chiaro. 

VII. Havvi per altro un cafo della predetta fot- 
moU ^ il quale siugge V integrazione > il che fuccede 

C 2 quan- 
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quaado fia «= — i > cioè quando fia la formola ._ ; 

allora diviene h -^ = h -^> quantità, in-^ 

finita ; di quefto cafo fi tratterà, nel Capo 6\, 

Vili- Tutte quelle formole >, che mediante quat* 
qat foftituzipne fi poflbno. ridurre alla formoja x^^/at 
riceverono Integrazipne ^ Sia per. efèmpio. la forinola 

%fd%. z — a , in cui m fia numero fratto^ qualunque^. 

f intiero e pofitivo ; fi ponga z — n = x , onde fià 

^ 

%=i x + a^zfzzzx'+^a j d zzrzd x; fatta la foftituzio- 

ne avremo la. formola. difl&renziale x-^a . x*// x , ed 



alzato attualmente x-^a alla poteflà;^ fi. avranno al» 
trettante formole differenziali, delle quali fi sa- tro- 
vare la fomma, eccettuato il cafo del nu. 7. Nelli 
fomma data per x fé fi foftituifca la z^ fi otterrà V in- 
tegrale della propofta formola. data per z . Non vi fo- 
no regole gener:ali. per le foftituzioni, le. quali foitan- 
to dipèndono dalla pratica , e dall' induftria , come fi 
rileverà dai cafi ,. che., fono per occorrere nel. decorfo 
di quefto compendio^ 

IX., Quando, fi preféntano formole , le quali non 
fi fanno integrare, gli. Analiftl ricorrono all' Integra- 
zione per ferie. , ovvero, alla quadratura delle Curve, 
Noi efportemo. brevemente ciafcuno. di quefti metodi, 
e principierema dall' Integrazione per ferie » Avverto, 
che le integrazioni , che: efigono le ferie , o le qua- 
drature, fi chiamano trafcendemì ; quelle poi , che ciò, 
ttoa richieggono, fi chiamano algebraicbe . 



CA- 
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■ Deir luti^ràzìon'è' delie '-pohà^kitfefétttWi 
: .:. ■: -Mm<»z».del^efcrM^:.,_''\_ .. ,. 

^ ' ' ■» . • 

• I 

I. T metodi da noi addotti net Toaso^psIinQ .di .xìn 
X durre in ièrie quajunque frazione , . e qualun* 
^ue póteftà imperfetta , bflSa 'di efjìiorietite fratto ,' dP 
vidono. qualun^uis; formola differenziale in formo* 
le diflferenriali razionali di m]b|Aen%. ihfititte ^ i^jpj 
quali fono tutte algebraicamente integrabili y fuor- 

che il cafo , in cui vi fia — . Conviene per altro aT- 
vertire, cfie le fèrie fierici coAvergentl , ^pfl^ndo tbtal-' 
mente inucill le divergenti , e le parallele • Prima di 
moftraré T ufo. delle» ferie nell* integràti^ne 5 fìo^' 
rìncrefca. di vedere un altro metodo aflai fpedito di ri*^ 
darre ioi ferie le frazioni •, - . . 

IL Sia da. tjidurfi. ia. ferie la, frazione^ — . Si 

finga quefta frazione eguale ad una. ferie infinita con 
li coefficienti indeterminati > onde fia i - rs A^ 



ì X + C X* -h D x^H^ C :>c^-H P x^ ec; ,. fi - ^kkoltìifiìàbk 
V Equaùone,p0t ^^j«>f,. ed avremo, r^r ^v 

az=i b A^B b X-+-C b x*+D, b x^'+E bx^+T^f^ ^^ ^C- 

-^A wfx-4-B m x*h1C m x^ 4-D m x^H- E m ^^ «• 

Si faccia verificsire quefta equate.iaae dol porre b Az=za^ 

e tutti gli altri termini! ^uaii ;il sero ; ids. tal fitpBP^ 

fizione nafceà ÌÌ:-1, jB=Z:^,^C:^IZ^,,^ 
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JD = — - 5 E =r — — — , F=: — — - ce. Sicché ci- 

b b b 

afcun qocfiicicnte è daca pcf l' aotecedcnte moltiplicato 

per — -r- > o vogliam dire i coefficienti coftituifcono 
b 

una ferie ricoxrente dei primo ordine . Abbiamo, per 

taato con facilità ridotta ia ferie la frazione f — , 

b^mx 

la ^ualc fi ritrova eguale ad — — —-"-^-^' ^ "^ 

b b b 

Hi C x^ 

^ — ec. Quefta ferie deefi adoperare fino a tanto 

b b b 

che. fia X < — I quando poi fia x > : — , allora con-» 

viene formare la feniente Equazione ■■ ■yzs H 

mx^b X 

•^4-. — H h — H — z ce. da cm col metodo df 

X» x^ x4 xJ x^ 

fopra fi ricava : , =: «- — «— -^ 

f m x^b m X mx* mx^ 

bC 

-^ ec. >nélla quale equazione A^B%C ec. difegna^ 

mi x^ 

HO il coeiBciente del termine anteeedente • . 



III. La FrazioTie da ridurfi in ferie fia 



a-^mx 



IM^Mi*i 



ìH- *'• X + Il X* 

che fingo eguale alla ferie >f -+-bx4-Cx»-+-Dx3-h 
£x4^^Fxfcc. Fatta la moltiplicazione pel denomi- 
Datore della fraiaione > avremo 

$^»xz:zbA'^bBx^bCx^^bDx^^bEx^ ec. 

'^^cAjc^cBx^^cCx^^cDx^tc. 

^uAx^^nBx^^nCx^ ec. 

Si 
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Si faccia verificare quefta equazione col iponc b jfz=:a 
^l^ B^f A}x=imx ^ e cutti gli alcn termini eguali 

jj zeta . Avremo -rf= -r- , JB=-. — -. — » C = 

^^nA — cB r\ ^^nB-^cC - — nC—cD 

hii ■ ■ ■ I ^ I I Ij ^s h i ■ il I % £i s^ I III ■ ! ■ Il ' ec« 

^ b [ * • 

i auali coefficienti coftituifcono una ferie ricorrente 
del fecondo ordine ^ in cut ciafcun termine e dato per 
due antecedenti I dei quali il più vicino al termine da 

xitrovarfi ù dee moltiplicarc\pcr "-='^ — r-5 ed il più xe* 

moto per -- *T- * 

IV, Nella ftefla guifa operare fi dee , fé la frazio^ 

ne fofle ^H■y^>^^x«,^>,-.4^^^ !• cfponentc 

aiaflimo della x nel numeratore deve efiere minore alme* 
no per Tunica delPefponente maflìmo della fteifa x nel de**» 
nominatore ^ acciocché fi pofTa Tubìto ottenere la ferie 
ricorrente ^ la qual condizione fi può far fèmpce verifica» 
re dividendo attualmente il numeratore pel denomi* 
natoxe . Ciafcun vedq , che il prefente metodo di ri* 
durre in ferie le frazioni richiede la moltiplicazione 
della ferie A^Bx -^Cx^-^Dx^^ Ex^+Fx^cc* 
per un altra ferie 4-f.i^x-f-cx*-H'xJ-4-^x4-h/xJec> 
la quale efeguita fecondo la manièr4 confueta^ rifulta 
il piodQtto 

MA+aBx^aCx^^aD x^-^^a E x^-^aF x'i ec, 

^bAx-i-bBx^-^bC x^^bDx^^bEx^ cc. 

^ cA x^-i-c Bxl-^c C x^^cDx^ ^Q. 

^dA x5 Vf- ìB k^^ dCx^ ec. 

: ^ f A x^^ e B x5 èc* 

^fAx^ ce. 

Pai, 



\ 



I 



14 r i J5 R a ^ n> 

Dalla fòla ' infpeziarie di quefta prodàtt<> fl <lftda* 
ce come fi poffano ottenere i poefficient^ d«gli altr^ 
termini fuperlori fenxa V attuale moltiplicazione, il 
che agevola di libito la riduzione delle friurioAi in^ 

ferie-* -" •-- ' ;. - - , <i. ».'•,,-, 

■ ' Yv Vemamo bra «»' ufo a«lle'fdrie nella, uitegzar 

zìone.* Sia propofta da fommarfi la.formola dMferen- 
ziale - j la quale non liccvc integrazipne algcr 

braiea^Lii&avoacr fi but^i in una ferie infiuiT 

' ^. ji^ — 1^' " 

ta coi metodi dati, onde ila 4 = ^H^"*T+^ 

U-,,-— ce. dunque larà ■ ■ ■ ■ =r dx^ — ^-—-i-.,--— 

.^^ cc.i«d integrando larà S ^ ^, =^H^x-^ 

^^ 4f ^3 x^ 

^^ "^ ■ ^ ec. Quefta ferie i- convergente fì- 



irò ' a tanto chfe /i > .x ^jquando iiol «e ^ ^r , allora è éih 
vèrgente, é perciò inutile: in quefto «cafo la frazióne 

fi feriva così -H-f , e Ci converta in ferie , ed a* 

Yremo— J — -ra^H — ^ 4- — - 4.— -. ec^ e jnoltipU- 

xi — 43 .x^ x^ x^ x" 

. ^ ..^a^ix — a^ d X a^ dx^ , 

canto per — d x farà . — ; -=: .-: —- -^ 

^ à ,x3 — il* : x* 9r 

lllil_£!ÌL ec, 6 fomm^ndo firà sCZf!±r = ^ 

iy 4* V»» ■ «** , , /• . , 

4- -1—4 I- -— -H ;7cc. , la qua! ferie k tan- 
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to più convergente quanto più x è maggior di a . 

V/. Apportiamo un altro efempio^ che riguarda 
le.potcftà fratte. Sia da integrarli la formola differen* 

ilale xdx. a^x , e fia |? qualunque numero intie- 
ro) o fratto, pofitivo, o negativo , e fupponiamo che 
X USL Tempre maggior di 4: Si faccia la poteftà p di 

M+Xyondtfìza^x z=:4f^faf-^x^f.i 4^-»x* 

■ z . 

ì 

ec. e moltiplicando per xdx farà xdx.a-^x zz^ 

a^xdx-i^p 4f-^x*dx — p J'~^ d^*x^dx iCtedio* 

2 

tcgrando farà Sicd x . a-^x zrzA^ -+- £ 

' -1 • * 3 

•4- Lizzila — fi ec. 5c il numero f fia intiero e pofi- 
2 . 4 

tivO) la ferie conterrà un numero finito di termini , 
come altrove abbiamo veduto. Se poi p fiz numerq 
fratto , la ferie va all^ infinito ; non per quefto fi dee 
da ciò conchiudere y che la formola differenziale prò* 
pofta non pofla ricevere algebraica integraiione , quan* 
do p fia un numero fratto; imperciocché la fteflafor* 
mola è (lata da noi integrata mediante* una foftituzio* 
ne nel Capo precedente al numero 8 , la qual cofa è 
degna di rifleilione. 

VII. Havvi un altro metodo di ridurre le formo- 

le differenziali in ferie y o a più fempiice efpreiiìone 

proprio del calcolo integrale , e di cui fanno ufo gran- 

de i migliori Analifti : Eccone V efempio : Sia da fci« 

d X 

erre in ferie la formala . • Si confideri come 

Tpm. IL D co. 
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QPdafite ii^ + x^e fi int^ri^ farà la fommà — .: 

fi diiTerenxi quella falfj^ Tom ma acciocché fia 



:-^ , la quate formole differenziale ò diver» 



fa dalla propofta per il termine^ — ^ • Or la 

propella formola diiTerenziale cosi fi difponga fenza 
alterare la faa quantità - 5 



7XUX 43 4^X3 (^3^x3)* 

4^ ^ \ : — tt: 5 ed avremo i due primi termini dì que- 

*fta leriie algebraicamente integrabili, eflendo Ik loro 

fonrma — — I Il terzo termine della ferie fi trat- 

a^-^x^ 

ti come fi è trattata la formola differenziale propofta, 

2 x3 

cioè fi integri , fapponendo coftante i , onde 

ax^ C^^H-x?)» 

fi. abbia la fomma -r-p — j-^; quefta faliàfommafi.dif- 
ferenzK e nafcerà ^ ■■ . 2 .Per tantq 

' (^34- x3)» (/|3 + X3)3 

il terzo termine della fopraddetta ferie così dìfpofto 
fcnza pregiudizio della fua quantità, cioè -i^^ — — 

•^ / ^a I ' ixì + i^ 1 ' , — rrr ^vrà ì due primi termi- 
(a3 -4^x3)3 (^a^^x?y ^ 

ni algebraicamente integrabili offendo la loro foraraa 
■ / , ; il terzo termine — fi può tratta- 

(^J+X3)» (^3-|-x3)3 ^ 

re come la formola propofta , e così replicando le ftef- 
fc operazioni) come ognun vederli potrà convertire la. 

»for-. 
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mola propofta in una ferie tale , che i termini fuoi pre* 
fi a due a due fieno algebraicamente integrabili; quindi- 
le farà efta convergente , fi potrà con effa ottenere 1* 
integrale proflkno della formala differenziale propofla^/ 
Qaefto metodo refo familiare reca gran follicvo agli» 
Analifti in moltiflirai incontri • ' 

e A P O V. 

Heir ufo della Qu^adratura delle Curve per C9nflrmrt 

le Formole differenziali . 

• 

I. in la una Curva qualunque AC (^ Fig. 9, e io ) 
O riferita alla linea delle afcilfe ABy che fi fup* 
ponga divifa in parti eguali Aa ^aza^ ^^i^^ì ^B; 
alia Curva fi inferivano i rettangoli an^iain^^a^n 
e fi circonfcrivano i rettangoli a m^ 1 al m ^la^m ^ 
B ^m ^ farà la differenza dei rettangoli infcrittidai cir-. 
conferirti eguale ai rettangoli a m^ nim\ 1 n^ m^ 
g^fi4fi2, la quale differenzia, come ciafcun vedere e- 
guale al rettangolo B 4^m ; fé dunque le porzioni A a^ 
aia ec. faranno minori di qualunque data^ cioè, infi- 
nitamente piccioli) faranno altresì i rettangoli inferita' 
ti 5 e circonfcritt-i alla Curva ABC infiniti dinuma-i 
IO 3 «d infinitaniente piccioli ; e la differeai» degli in-»/ 
fcritti dai circonfcritti , comecché eguale al rettangolo j 
B^m hifinitamente picciolo , pure farà infinitara^en»* 
te picciola ,• e con più ragione farà infinitamente^ 
picciola la differenza dei rettangoli infcritti , > o cir* 
confcritti da41a areai della Curva ABC ^ là quale a- 
rea è d' una ^andezza media* tra i rettangxdi infcritti 
e circonfcrìtti;'dunquc-pei le cofe dette nfel Capo i, 
la fomma dei lettangolì ihfaitti , o cisconfcritti> quan\ 

Di» do 



28 L 1 B R O L 

do fieno infinitamente piccioli , farà eguale perfetta- 
mente air area della Curva ABC. 

IL Quefto difcorfo fofFre difficoltà, quando le Cur- 
ve fieno afintotiche; imperciocché la differenza tra là 
. fiamma dei rettangoli infiniti , ed infinitamante piccio- 
li infcritti alla Curva ABC^ (Fig. n.) e l'area del- 
la Curva ftefla, non è foltanto V ultimo rettangolet- 
to e Bnnij ma quefto più Io fpazio infinitamente lun- 
go m nRy di cui npn fi s^ fé divenga minore di qua- 
lunque dato; e dall' altra parte il primo rettangolo cir- 
conlcritto non fi può mai avere , perchè la Curva non 
tocca mai V afintoto . Adunque trattandofi di quadra- 
re le Curve afintotiche , fi richiede induftria ed avver- 
tenza , come in qualche, cafo a fuo luogo faremo, ve^-* 
dere • 

III. Dopo aver dimoftrato , che le aree delfe <:ur- 
ye fono eguali alla fomma. dei rettangoli infiniti y ed. 
infinitamente piccoli infcritti alle fteffe , paflb ad c(^ 
porre V ufo> che fi fi delle aree delle Curve per in- 
tegrare le formole diifèrenziali • Sia la. formola diffe- 
renziale Xdx ^ in cui X è data foltanto. per x e co- 
ftanti ; la funzione X fi. riduca femprc a lineare col 
moltiplicarla o dividerla per qualche coftante arbitra- 
ria , o (uà poteftà ^ così^ fc foflc X di terza dime.nfio- 
ne fi divida per a^; ciò efegùito fi deferiva una. Cur- 
va, le di cui afcifle fieno, ìt. x ^ T ordinate le j=X 
preparata come fi è detto; quefta Cur va fia f £ ( Fi^. 
12. ) riferita alla linea delle afciife ^C^e fia^C;=x', 
C£=jf=X, Ce fìB, ix, farà il rettangpletto infini- 
tefimo CxmÈzzzXix ^ e la fomma di tutti i re tran-» 
goletti infinitefimi infcritti a quefta Curva farà S X i x; 
ma iz fomma di tutti i rettangoletti infinitefimi in- 
fpritti alla Curva è eguale all' area della Curva -4 C £Fj 
dunque SXdx ò eguale all' area A CE Fi lo fpazia 

AC 
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ACEF fcmpre fi può ottenere almeno meccanicamente; 
dunque col mezzo dell' aree delle Curve fempre ayre* 
mo la fomraa ovvero V integrazione della formola difFe- 
lenziale Xix fuppofta X qualunque funzione di x. 
IV. Sia la formola differenziale da integrarli 

dx^i rfx— xx; eflfendo la quantità che moltipli^ 
ca la ^ xdì dimenfione lineare , non fi dov rà fare alcuna 

moltiplicazione ^odivifione.Pongafij =y^i ^x — xx, 
e defcrivafi la Curva di quefta equazione , la quale fa* 
rà un circolo del raggio CAzizaj (Fig. ij ) e dell' 

afcifle A i}=x, e delle B D=y ; dunque S d xy/i ax—x x 
farà eguale al fegmento circola re A BD .^t la formo- 
la differenziale folTe ftata dx^x ^ x -h xx ; defcrit- 
ta r Iperbola equilatera. A D y {^ Fig. 14) il f emiafle 

di cui fia Ci^rr/i, farà S d X)/ za ^'^x x z=i alla 
fpazio Iperbolico BAD. 

V. Sia " ^^^"^ la quale fi mòltipKca per a accioc^ 
^ a — X 

^ ad xJx r » ,» A 1? 

die fia —=== quantità lineare > quatta li ponga ==7^ 

^A — X 

e nafcerà una Curva di terzo grado y la quale fia if D f^ 
(fi^. ij ) in cui condotta qualunque ordinata BD 

i*. „ ad ^ \/ X '«^ é^^^V ^ AB D 
farà S 1 zizABD^ e S ^ = . 

^a—x y/ a — X ^ 

rfx 
Se fi proponga la fornjola ■ » quefta fi moItU 



plichi PC, «...ccìocch»^. e», pongo =.,, 



divenga qoaÉticà lineaw , fi dcfcim U Curva BCX 
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dell' equazione j r= :. , in cui fia ^ B =i x ^ 

B C = y ; farà S eguale allo fpazio H A BC : 

(TtR. i6) dunque S = — — - — ^ 

VI. Non è per altro neceffario al noftro intento 
il coftruire la Curva colle afcifle = x ; anzi fpeflb rie- 
fce utile ed elegante fcegliere un fattore differenziale 
della formola data, che fia algebraicamente integrabi- 
le , e porre il fuo integrale z= 2; , e confiderarlo co- 
me afcifla della Curva da defcriverfi, e 1* altro fot- 
tote pofto = j5 confiderario come ordinata. Così nel - 

d. X v X 

la formola di fopra.elpofta —~r=. ridotta colla molti- 

H ^ . (t u X \/ X 

plicazìone per — alla formola — ^ , fi ponga 

i — - =:i^y integrando, farà ( num. 8/ Capr 3; ) 
A — ^ aa — 4x=:z^j aggiungo la coftantc A^ che- 
é arbitraria ; dunque A — z»-=.^ a a — a, x , ^ed -, -:=. 

41 — X ; inoltre fi faccia ^axzr.y y farà x = '— ; 

•'■■»' ^ •.■• ^ , . '^. ■. • 

dunque avremo V equazione della Curva , in cui le a- 

fcifle . fono le * ) e le ordoiatc fono . le j , cioè 

" — XI — ^^^ % cioc A A-^z A z4-à& » =^ a—yjli^ 

e pò- 



..> 
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e pofta Ar=xA ^ farà 2 a % — %%zz,yy . Per la qual to^ 
Ùl col raggio C Atziu (Fif. 1 3) defcritto il circoiafi foghi 

AB^siz^ziza — ^aa-^axyC, fi conduca BDzzzy 



ss y^ il X , farà P arca ABD :rzy dz=:S — ^ , e 

.. ^^xyx lABD ^. . .^\{'?-^ 
perciò 5 =: , JDipeadcado 1 integra- 

zlonc dielia formola ^ dalla quadratura del cir* 

colo^ancor da quefta dipenderà la quadratura della Curva 
A D H (^ Ftg. 15. \ con cui num. 5. fi è coftrurta la 
predetta formola . 

VII. Aììt volte in vece di' coftruire una foHpoU 
differenziale mediante la quadratura di qualche Cuf» 
va, giova alla femplicità, ed alla eleganza coftruirne 
un.' altra ^ la quale infieme colla, prepoft^ riqeva intcr 
graziane algebraica.. Sia propoflia là. formola jf d x j ìì 
integrlquefa formola fiipponenda- j coftante , ed avra{^ 
fi xj.. Si. prenda la differenza di x j , e farà P x y 
=:x dy^y d x, dunque integrando avremo xy=:S x dy 
^Sydxy ed xy—^Sxdy =1- Sydx. Pcrtantc^ fé fi 
ritroverà mediante la quadratura di qualche Curva Sxdy 
e (e quefta fi fottrarrà da x^, fi. otterrà. V integrale 
della formola propofta y dx . Pfendafi per efempio la 

formola -• y la quale cosi difgongafi xK p 



—TI 



quefta integrata fingendo x^ coftante^ otterremo 
■ num. 8. Gap. 3. j perchè p<Jfta ivx=;'i>/a- 



''••"** • , 



làt 



' 
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rà xdx=: — , Cd ^= rfor- 



1 



mola foggetta al metodo del predetto numero; inol- 
tre abbiamo D — ^==-= = ---j — r- 



%/xx+éia • — r? Jxx-^asL 

^ xx-i^aa ^ 

.^ . x^ ^ x^dx -, — x^dx 

perciò — 3 S =:& ^— . 



x^ d X 



Integriamo ora colle quadrature ■ - . Sì ponga 

^xx-^i^aa 

X d X ■ ^ '**■' liliali 

■ ■ M ^= << ^ integrando farà zz=: \/x x-^aa , ed 

y/x X H-tf 4 

X = y/2&:6 — /i/i; (ì faccia j = Jc , e fi deferiva la-^ 
Curva colle coordinate j^ z^ ) la di cui equazione 
%z, — aazzzyy efprime 1' iperbola equilatera ; dun- 
que col fcmiaflfe CA=za defc ritta T Ipe rbola AD^ 

d(Fi^.l4) fi tagli C B=:z:=:^xx-i'a a y e condor-» 

ta r ordinata BD, fi avrà ^ ^ — -zzABD. Per 

y/x x4-.4 iir 
la qual cofa fé quefto fpasio prefo tre volte fi fottrag* 

x^ 

ga dalla quantità algebraica . .. — » fi confeguirà 

^ X X^Ad 

i* integrale ricercato della data formola ~^' J^ 

(XX-+^4)^. 

VIIL II metodo di coftruire le formole differen- 
ziali colie quadrature , non ci abbandona , quantunque 
dette formole contengano uno i o più fegni fommato* 



ru» Sia da intcgrarfi Ja fojroola dzSyrdx:^ in pui y 
iia <lata per x^ d z^^p^t x , e ,dx in maniera però, ch^ 
ammetta integr^^zipno algebraica . Sarà Lf,pf.,Sydx=ti 
i% Sy dx-^z»ydx\ ÒMXì(\}XQ z^Sjdx r^ Sxj/ixr;: 

S d^&SydTc ; ma Tappiamo integrare almeno colle 

quadrature Sydxy e Szydx ; dunque dzSydxfi 
ìntegra colla quadratura di Curve algcbraiche , cioè dì 
Curve in cui y è una funzione finita della x . Per al- 
tro la formòli differenziiile { clie contiene fegni fom- 
xnatòrii generalmente palliando eiìge la.. quadratura di 
Curve non algebraiche , che fi chiamano trafcendenti^ 
, o meccaniche^ cioè in cui U y non è funzione finita 
della X . L' efempio metterà ciò in chiaro • Sia da co- 

ftruire la fór/nola S" .' Si coftruifca in pri- 

mo luogo la Curva algebraica AD { ¥lg: 17 ) le di 
cui coordinate ABz=ix^ BDzzzy^ farà la fua area 

ABDz:^Sydx.S\ ponga BZz:i—l^z=pS^— 

e nafcerà la Curva meccanica A E^c fatta JB IS rr w , 

la formola differenziale propofla diverrà . —; fia 

m a a 

£ Fzzzzt — ,e nafcerà l'altra Qurva meccanica ^F, 

la dì cui area ABIB farà =: 3 ■ ' »■ 3 quefta divifa 

per flt fi faccia eguale aB C? ) farà BCz=:S — ~— z=z 
z d X y d X * 

S S^ — . Se. vi fieno nella formola differen- 

a a a . • •.. 

ziale da cgftruirfi più fegni fommatqrii./ tener fi dee 
lo fteflb metodo , ' ' 

Tom. IL E IX. 



\ 



IX. Avanti dì lafciare quefta capo ftlmiìamo non 
«fiere fuor di propofito dire aualchc cofa intorno. 
la quadratura delle curve, che lono riferite al fuoco;, 
delle quali abbiamo dato quakhe idea nel T. L , Cap^! 
XIII) Lib. ili. Partano adunque le ordinate CBi;=:y 
( Fig. i§ ) dal pu^nto C , che cgmunemente fi chiaraja 
fuoco ; faccia Cb con C B un angolo infinitefijno , cen- 
tro, C intervallo C BCx deferiva Tarco mininjo B m=x, e 
fia datarequazione fra QB=j,h m=dy , B m=^ x U 

ilifferenza dcir* area ^ C B fari ir fcttore G jB m =11^; 

dunque V iftefla area farà eguale .a —Sy d^. In que- 

fta foramatoria in. vece di ^ x fi dee foAlUiire il di lui 
valore dato per jy > e /i jf , e deefi fare V integrazione 
acciò pofla reftare determinata 1 ifteflà area . Abbia- 
»io detto doverfi foftìtuirc il valore di d x dato per 
y , e dy 5 imperciocché eflendo d x un arco minimo 
defcritto col raggio variabile non à differenza di al- 
cuna linea ^ e perciò non fi puoi avere il di lui inte- 
grale; ciò. non oftante Ce fi voglia rimovere dalla for- 
cola la y y iàrà necelTario ridurre V ifteifa formola ad 
un arco defcritto col raggio collante j il quale arco dee >,, 
eflere la differenza di un arco finito, acciocché poC 
iiamo giungere alla fòmmatoria . Ecco il metodo. Con 
qualunque raggio CAz=za fi deferiva il circolo AD; 
che feghi C B , C b ig I?, d . Si chiami A D=:z>^ D àzzzd z» 

£irà jr: tf :': dx : dz: dunque rfx=-L^,e— Sjy -^ x 

-- — s -L . In quefta fòrmola fi può foftituire in 

vece di y il di lui valore dato per fl& j ed in feguito 
far l' integrazione > la q^uale ùik elpreflà per V arco di un 
circolo dato, ^ 
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X. Sia la currà A B dell' equazione ■ r i_ — s-rf x ; 
iunquc faràjl^.r: i-j/^x-^^^cd integrando farji 

l 

A-i^ ' - = — Sydx. Suppofto che V àrea debba 

fvamire , e diventare ,ni}Ua^ quando. Jiaj zzzCAzsz 0^ 
torà A^ =c>, dunque -/f=; ^ e per?iò T area 

della noftra curva farà cgnale ad ^ _ — jL. , la^ 

qual farà po/itiva > 'fe fia 'y/> a , negativa (é x<^^ %c 
^ofte j^ = , farà V area = — f- . Se poi vogliafi ti- 

inovere la jf , defcritto come lopra il circolo del rag- 
gio = ^ ) n ponga nell' equazione della curva in ve- 
ce dì rfx il di lui valore 1^ ; farà J2^=J± , 

ed integrando in maniera però , che fatta v = i^ . fia 
zz=:oy avremo 2Vj—^ì )/^^^-=z j c perciò 

4 

^VJ r::^ — > Cd j*!=: — ^ ; dunque 

y ^ I o 4 /« 

In quefta maniera fi fa nulia la fommàtbria faofta iit^# 



4 

«« 






XI; Peir paflTare ali* ufo di qucfte quadrature nel 
^coftruirc le formoie differenziali 9 fia da coftruirfì la 
forinola Tdjy ia cnì T Ci fupponga data per j • Si di- 

Vida Tijper-i. , e 'fi ponga eguale à dx y il qual^ 
if X fia un arco minimo di circolo dcfcritto col rag- 
gio y . Avremo dunque V equazione 1 :=zdx di 

una curva riferita al foco, la qu^ale fia AB^ ed in^ 
'cui fia C B==iy j Bmz^dxj fora pertanto Tdyiiz'^-^—i^ 

c perciò. Cojnmatpria S r^/j — --- ;S j <ix; ma ^ Sj ìa# 

eguaglia 1? area della curva ACB\ dunque STdj c-^ 
guagtià la ftelfa iréa ^A C B y dunque la prcJpbfta for- 
inola è ftata coftraita per la quadratura di una curva 
riferita al fuoco .. 



/ 



CAPO VI. 

• • • * ' * 

Kel quale fi ih la formolo, della quadratura del circolo » 

t dell' Iperbola Apollonìana , e uh* idea della 

'Curva' logaritmica j e deUe quantità 

logaritmiche. 

L /^UaiKjo le formoie differenziali vogUoi» coBtpir- 
V^ fi mediante la quadratura di qirve , »I buon 
^*-^ ordine «fige, che ciò fi faccia con cunre U più 
che fia poffibile fempHci. Tali fonoje fcziom coni- 
che; tra le quali però la parabola ammette» come U 
vide , quadratura alaebraica . L*cmffe,e 1' «pcrbola 

yedxcliio > che non T aixuDcttop tale; e perciò cm ad 

ette 
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€flè fìellà coftraziotie delle forinole differenziali an te 
panefle curve più alte ^ moftrercbbe di non curar gran- 
fatto ia femplicità. , 

II, Sebbene la quadratura dell' cllifle dipende da. 
quella del circolo; Hz ADR ( Fig. 19 ) un' elliffe , 
AB il fuo afle maggiore y C il centra , C D il femiaf- 
fé minore . Sopra A B fia il femìcircolo AOBy che^ 
verrà divifo in due quadranti da. C D prolungata in O. 
Prcfa un' afcifla qualunque. APy fia P M la corrifpon- 
dente ordinata neIÌ* ellifle , e P N la corrifpondcnt^ 
arginata nel circolo ^ Prefa P p infinitefima , e condot- 
ta 1* ordinata, p m nelP elliffe , e prolungatala in n si 
che fia p n ordinata del circolo, indi condotte le M Ry 
ì^x parallele air afle, i rettangoli PMRp, PNrp, 
che non differifcono fé. non d* una quantità infinitefi- 
ma dagli elementi P M m p> P N n p degli fpazìi AMPy 
AHP^ potranno efli prenderfi per gli elementi degli 
fpazii ftefli . Dunque fatta AC—CB = CO=iay 
CD=^i APz=zxy^ondc P^zzdxy rBznia—x , 

Tara per la proprietà dell* elliffe P M =— ^lax—xxy 

e quindi P elemeato. dello. ipazTo ellittico ^MP, cioè 

PMÌ?p= -— — ^lax.— xx: per la projMfietà poi 



'jàel circola fari PK:=z^ia x—x. x , e peto l'elemento 

-dello fpazio circolare AHPt cioè PN r ^z=4x^i a x—xx. 
Sari jpertanto lo. fpazio ellittico AM.V z\ circolare 

AHP::, — Sdx^iax — x x:Sdx\/zax — xx 5 

a ^ : 

cioè : ;* ; ^ , che è una ragion, data r <? P^rò- noto che 
foffe lo fpazio* circolare AHP y farebbe infieme noto 
P eiUttico AMP. Dunque la quadratura dell' elliffe 

dipeli* 



r 

V 






dipende da quella del circolo • Noi ilunqàe folò di que^ 
fta parleremo . 

IIL Ognun vede, che la formola dx^ìax — xx , 
dalla cui integrazione dipende U quadratura del cir* 
colo , non è comprefa fotto il canone generale^ 
x^ d X delle formole integrabili algebraicamente . Ta- 
li pure fi troverebbero tutte V altre efpreffioni deir e* 
lemento dello fpazio circolare, che potrebbon cavar- 
^ ., fi prendendo le afcifle x non dal vertice ^jinaaca*» 

gìon d' cfempio dal centro C^ o da altro punto . Cia- 
icuno potrà facilmente procacciare da le molte di 
quelle tormole , e farà bene ad imprimerfele nella men- 
te,, affinchè incontrandofi nel calcolare in formole li- 
mili pofla fubitp accorgerli , che vano farebbe il ricer- 
carne r integrale a]gebraico,e che la loro integrazio- 
ne dipende dalla quadratura del circolo • In quefto 
compendio lafcieremo di portar tali formole rimerten- 
do alla diligenza dei giovani ftudiofi il ritrovarfele r 
piuttofto paiferemo a* cavare una formola , la cui in- 
tegrazione dipende ptìre dalla quadratura de| cirgolo, 
ed elfendo affatto razionale , è forfè la più importan- 
te deir altre- da averfì fempre présente ali* ahicno , 
perchè ad eAa tutte T altre finalmente fi riducono « 

IV. Avvertafi dunque , che nel circolo ha luogo 
^aefta proprietà , che in elfo la -quadratura dello fpa- 
zio AHP 4ipcnde dalla rettificazione del corrifpoìiden- 
tef arco ÀK. Imperocché condotto il raggio NC ri- 
fultail rettore N C i«, che differifce dallo fpazio ,vf H P 
pel triangolo PNC, <:he eflendo rettilineo , è efpri- 
mibile algebraicamente . Però la Quadratura dello Ipa- 
zio^ N r dipende dallaquadratufa dH fettore K-C A^ 
' e , viceverfa . Ora condotto il raggio iofinitainente prof- 
'fimo n C, è chiaro che il triangolo infinitefimo N Cn è 
r elencato del fettore N C il > e il triangolo N C q 

fipu6 
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ft p'i6, rigu.ardajre come rettilineo , eflendo V arco N n 
infinitefimo j e però infinitamente poco diverfo da ima 
xecta perpendicolare al raggia Cn-; per h c^ual cofa 

farà efprefTo P elemento del fettpre K C ^ per — . 

Cn ^ 

•Nn, e il rettore fteflb per S • Nn, che peref- 

2 

C^ n 

fòre G n coftànte è lo fteflCo che -,.*^ S N n . Mju^ 

2 

5 N n :;;=: all' arco A N , iK)n eflendo N n altro appun- / 

to che r elemento di queft* arco . Dunque la quadra- 
tura del fettoce HC A^ e confeguentemente quella 
ancora dello fpazio AHP dipende dalla rattìficazio- 
ne deir arco corrifpondente A N . Tutte pertanto le 
formole differenziali , la coftruzion delle quali dipen- 
de dalla quadratura del circolo , (i può anche dire ^ 
che hanno la loro integrazione dipendente dalla ret- 
tificazione del medciim.Q circok>>e ad elfa dconopo- 
texfl ridurre .. 

V. Ciò premeflbjfia ^ 7* perpendicolare ad ACy 

t prodotti i r.ggi CN, Cn finché incontrino Alziti 

gfj e tj fia •TOpcrpendicolare a Ct, e perciò pa- 
rallela ad NnT^hiamata A C ::=:a y ATzi^z, y onde 



STt — dzy TC^^aa^z^Ziyfì avrà TC:CA::lft: 
TSLji cioè ^au-i- z, z :a :rdz» \TQ^ 



• m 



y/ a a -^z> Zi 
Ma CT:CK::TQ^ Na, cioè y/éiu^zz:a 

— : N n . Dunque N n =: - , che è 1 

elemento dell* arco circolare A N , che ha per raggio 
^ C =; /i ^ e per tangente A 3r= * .. A queft«i fprma 



1 • 



1 



.. > 



( : 



dunque j che è tutu razionale , dee per I(^ 

cofc dette di fopra poterfi ridurre ognuna delle for- 
mole , che efprimono differenziali d' archi > o di fpa* 
zìi circolari, 

b d ^ 

VI. Deefi riflettere , che la formola — fera- 

pre fi può mutare m altra , in cui apparifca efpreiTa* 
mente la forma dell' elemento delP arco circolare . 
A quefto effetto bafta folo moltiplicare la formola , e 
dividerla nello fteifa tempo per la coftante , che nel 
denominatore è fommata col quadrato della variabile^ 

così — X ; e apparifcc fubito che T integra- 
le a C'+'Z z 

le è — ^ S ) cioè la coftante — moltiplica- 

a g a r-f-z> z a e 

tà per r arco di circolo 3 che ha per raggio ^ac^t, 
per tangente % . Avvertati ancora , che la tormola 

ilefla affetta del fegno — fi fuol riguardare 

a a -^zz 

come il differenziale delP arco O N 5 che è il com- 
plemento di -4 N j il qual arco O N calando appunto 
pel medefìmo elemento N n , per cui crefce 1' altro 
^N, dee avere lo fteflb differenziale) che ha T al- 
tro ) ma affetto di fegno contrario • Sarà dunquo 

S TT I =: arco circolare di raggio a * e cotangen- 
aa+zz 

t€ Z» 

VII. Svolgendo in ferie , come fi è infegnato al 

^ tri aadz ^ « uudz 
<;ap. 4) la formola — , fi troverà = 

(14^ZZ M4H^ZZ 
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dz H -2 — I ^g— ce, ondcmtc- 

a^ a^ a^ ^ cfl 

«andò fi avià 5 =: z -H -^^ 

ec. 5 che è = pofta z» = ^ ; onde P arco cfpref- 

lo dalla ferie comincia appunto da A . Fatta zz=z a ^ 
che è la tangente delP ottante, farai' ottava parte 

della circonferenza z=: ^ . i !-• — — 1 — ec 

3 5 7 9 
di cui il doppio farà il tjuadrantc 5 e T ottuplo la cii;< 

conferenza intiera . Ma del circolo fi è già detto ab- 
taftanza . VeAiamo all' iperbola . 

Vili. Sia tra gli afintoti CH^CV { Fìg. 20 )pofti 
in angolo retto V iperbola BM^ di cui fia 4 i* U 
potenza. Prefa T afcifla qualunque CV-^zx^ e la cor- 
lifpondente ordinata PM z=:y ^ farà per la nota pro- 
prietà deir iperbola xy=iaa , cnde v z=x — ^ Con- 

dotta r ordinata infinitamente proffima m p > onde fia 
Ppr=//x, Ara FMmpP elemento dello fpazio com- 
prefo tra la curva e T afintoto , il qual elemento, co- 
me fi è notato anche di fopra , non tiifferifce che in- 
finitamente pocp dal xe«angDlo AfP. Pp. Sarà\dwB- 

que tale elemento elprdTo pck 5 forraoia.^ che 

X 

Sjuantunque fia coraprefa nella generale x^'dx.^ p«te> 
écondo drc attnarao altrove notato, non è algebrai- 
camenfe integrabile . X* integrazione dunqu? di leip 
come di tutte T altre a lei fimilij dipM<ie dal k q uy - 
dratura dell' iperbola, 

; IX* Ghi volclTé lo ipaiìo iperbolico efpreffb per 
Sj}». lU F una 
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una ferie infinita , converrebbe che prendefle le afcif- 
fe fit r afintoto C/^da un punto divcrfo da C^zcz* 
gion d' eiempio da>f )Che corrifponde al vertice prin- 
cipale B deir iperbola, in cui V ordinata AB^ come 
Eure la porzion d* afintoto CA è eguale al lato del- 
i potenza • Imperocché cffendo C A=za , fatta A Prz», 
onde P^fzzzdzfy e ritenuta FM=:yy farebbe Tequa- 

zioo deir i^rbola 'a^+Z .yz=:aa ^ cioè y = , e 

A a d z 
quindi P elemento dello fpazio iperbolico =: ■ ^^ >_ 

la qual formola buttata in ferie dà adt, — zix,-\* 

»»«/» »»^* , A'^dz, %'iàx, nntinii^ S niiit' 

Z. ■ — , -I.,., , . — ce. JDunque o . 

a a* ai a^ a -{-a 

B-^,_^V— -— +-^^ —«e. Siccome 

I)ofta zzz^o y la ferie diventa = e? , così è chiaro> che 
o fpazio da efla efpreifo comincia dall' ordinata A B^ 
ed è ABMP ^ comprefo dair afciifa qualunque A ?=:&, 
dalla corri fpondente ordinata PM5 e dall'arco BM^ 
Se fi volcffc quefto fpazio efpreifo per Xy cioè fé fi 

n U d X 

voltflc. la ferie equivalente a S — — — , altro non fi 
avrebbe a fare , che foftitoirc nella ferie ritrovata x— ./i 
in luogo di 2>, e farebbe S =ii(x — a\ — 

X 

fx—ay (x^ay (x^ay , ix — ay 



«»M«i 



ec. 



6a^ 

X. Ma per ifiriluppar meglio la natura dello fpa* 

sio 
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tio ipetbolico , prcfe due afciflc qualunque CD yC P^ 
dopo le quali ila terza proporzionale geometrica la 
C £ , e condotte le rifpettivc ordinate D Qj P M , £ 0> 
fieno prefi i due elementi D d , P p nella ftcffa ragio- 
ne di C D :CPy e condotte le ordinate d q, p m . Ef- 
fendo per la natura dell' iperbola C D :CP:: PM:D Q^ 
iarà anche £> d ; Pp ; ; P M : D i^^, e quindi DQ^Dd 
=:PM.Pp, cioè i due elementi D Q^d^ PMm^ 
dello fpazio iperbolico eguali fra di loro . Egli è ma* 
nifefto ) che intendendo prefi altri due elementi df, 
pr nella ftefla ragione di CD : C P, o fia di D d: Pp, 
o fia di C d : C p , e tirate le nuove ordinate f g^ r s, 

I fi proverà nella ftefla maniera , che fono fra di loro 
eguali anche i due elementi dq g f, p rti s r ; e lo ftef^ 
So varrà di tutti gli altri » che nel medefimo modo fi 
poflfbn intender coftruiti •£' manifefto ancora ^ che fu p* 
ponendpfi C D :CP: : CP: CE^e quindi CDiCP :: 
DP : P E y non fi potrà intender profeguita V accen- 
nata corruzione (ino ad eflfer efaurira tutta la rett«^ 
DP con le porzioni Dd, df ec, ed cfaurito tutto lo 
fpazio Di^MP con gli fpazietti D\Qjid, dqgfcc, 
fenza che venga nel medefimo tempo efaurita tutta la 

.retta PE con le porzioni Pp, pr ec. , ed efaurito 
tutto lo fpazio PMOE con gii fpazietti PAf mp, 
pmsr ec. Dunque in quanti elementi refterà rifoluto 
lo fpazio D OjdP ^ in altrettanti refterà rifoIutò an« 
che lo fpaziol' M O B . Cortifpóndendo pertanto a 
ciafcuno degli elementi del primo fpazio un elemento 
eguale del fecondo ) è evidente che ancor tutto lo 
fpazio primo D QM P è eguale a tutto il fecondo 
PMO£. ^ 

XI. Dunque prefe fu V afintoto C ^ quante afcif- 
le fi vogliano C D^ CP, CE ec. in continua ragion 
geometrica , e condotte le rifpettivc ordinate D O j 

Fa PM, 
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TM^ E O ce. , gli fpazii iperbolici D QJd P^MPOE 
ce. corrifpondenti alle differenze DP, PE ec. di ta» 
li afcifle 5 fono tutti fra di loro eguali . Donde appa- 
ri fce , che gli fpazii D QJ^Py Df^QE ec. preft da 
una delle ordinate D ^procedono m continua ragro- 

ne aritmetica. Apparifcc: ancora , che lo fpazioI>i2j^ 
comprelb tra P ordinata D Q^ tra la curva , e T a- 
fintoto non folo è; eftefo, ali* infinito , ma. è- anche iii- 
finito, come quello., che è comporto d' infiniti fpazii 
D QM Py P HO'E ec. tutti eguali fra. di loro , e fi- 

niti.» 

XII. Neir Iperbola dunque apoUonìana riferita , 
agli afintoti ad afcifle prefe dair angolo degli afinto- 
ti, e procedenti itr ragione geometrica corrifpondono 
fpazii procedenti in. ragione aritm.etica .. E. però , fic* 
come i termini, d** una progreffione aritmetica fi chia- 
mano logaritmi, dei. termini loro corrifpondenti in una 
progreflione; geometrica , così fi potrà, dire, che gli fpa- 
lii iperbolici D QJd P yPMOE ec», prefi da una co- 
ftantc ordinata, come D Q^ qualunque, ella, fiafi. 5 fo- 
no i logaritmi delle afcifle CX% C Ecc. prefe dall^an- ' 
golo degli afintoti , alle: quali efli competono . 

XJIK, Equefto vale ancora degli fpazii prefi da. 
quella collante ordinata D O verfo. la parte oppofta, 
cioè verfo 1: afintoto C H .Perciocché prefe minori, 
di C D quante afcifle ^\ vogliano C A^ CX. ce..,, tal- 
ché CD, C A , ex ce. fieno in * progreflione geo- . 
metrifca, e condotte le- ordinate ^li , X Z ec. , è e- * 
vidente, che la dimoftrazione fatta di fopra (n. io.) 
vale anche- per provare» eguali gli fpazii D QB A^ 
ABZX ec. Donde fegue primo , che lo fpazio !2^D-C H ; 
prefo dair ordinata D Óy e- chiufò tra la, curva e 1 
.afintoto C H fino, all' infinito é infinito anch' cflb; poi- 
cht It ferie geometrica dccrefcente delle afcifle CD, 

CA^ 1 
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C A^CX te. procedendo all' infinito fenza arrivar mai 
al zero , quello fpazio farà comporto d' infiniti fpazii 
D qB a ^ A BZX ec. ,. che eflendo tutti eguali al 
primo D QBAy che- fi fuppone finito,Taranno purtut- 
ti finiti . SvfcondoM che gli fpazii D t^B A ^D Q^X 
ec* fonoi logaritmi delie- afcifle Cjf', CX'ec. , i qua- 
li (pazii eflendo negativi* rifpetto^ agli fpazii D Q^ P^ 
D QOE ec. 5 perchè s' eftendono dallo fteflb termi- 
ne D Q^verfo la parte oppoffa , perciò è manifefto 5 
che polli pofitivi- i logaritmi delle afciflfe maggiori del- 
la C D: corrifpondente al principio de^ll fpazii ipeJt- 
bolicr, i; logaritmi delle afcifle minori, della, medeiima 
C D. fono negativi , e il logaritma della C D ftefla è 
nuUo;^ o fia zero, poiché V aflilTà CD corrifponde al 
^erfnixic D Q^ ove cominciano gli fpazii si pofitivi , 
jpome. negativi., nel qaal termime Io (pazio* è nullo.. 

XIV;. Parendo unf incomodo, che i: logaritmi di 
jyinee fieno, fpazii ,. e non- linee , per ovviare a queftO) 
fi poiCona intendere quegli fpazii divifi tutti per una 
linea collante , che cosi rifuiteranno altrettante Iine« 

ftoporzionali agli fpazii mcdefimi , e per logaritmi di 
inee fi avranno pur linee «^.Supponiamo,, che la linea, 
per cui fi; vogliono, dividere detti fpazii , fia efprefla, 
per by qualunque ella, fiafi ., Siccome gli fpazii erano 

cfprefli per S — — . — , così le linee ,. che nafcono fat* 

ta la divlfiotic di effe per b.^ faranno elprcfle per 

S , ■ ■ ) e per S i — , fatta cioi la quantità co-> 

V X.; X 

ftantc .— == e. 

XV; Se dunque pel punto^ D V Intenderà dcfcrit- 
ta una curva ID P cale y che il rettangolo di. qualfi* 

vo* 



■4 



4« L J B R O h 

voglia ordinata P F nella linea coftante h fia eguale 
al corrifpondente fpazio iperbolico D QJd P prcfo fcm* 
pre dair ordinata D Q^ ficcomc in elsa le ordinate-r 
JPF faranno i logaritmi delle corrifpondentiafcifsc CP, 
così fi chiamerà una logaritmica^ oppure una logiJiica£ 
e quella curva ^ facendo PF=:«,c ritenendo C i^z:^ 

avrà per equazione «r = S — • — , o na «=5 . ^ 

è? X X 

Si vede ) che quefta non è curva algebraica 5 xna^ 
meccanica! poiché la fua defcrizione dipende dallu^ 
quadratura dell' iperbola , che abbiacn detto non pò* 
tcrfi algebraicamente ottenere . E* chiaro , che le or- 
dinate P F della logaritmica corrifpondenti ad afcifse 
CP maggiori di CD cadendo da una parte dell zC- 
ie CK) le ordinate XI carri fpon denti ad afcifse CX 
minori della medefìma CD cadranno dalla parte op^ 
pofta , poiché gli ipazii iperbolici , a cui le ordinate 
aella curva fono proporzionali i^fsendo politivi , quan- 
do corrifpondono ad afcifse maggiori di C D ^ fono 
negativi ^ quando corrilpondono ad afcifse minori di 
efsa C D^ E ficcome gli Ipazii iperbolici tanto dà una 
parte) quanto dall' altra di D j^crefconoin infinito, 
cosi le ordinate P F pofitive della curva , e le ne- 
gative X I crefceranno di qua e di là dal punto D in 
infinito ; onde la curva avrà due rami , uno poltrivo 
D F^ e V altro negativo D / , i quali fi fcofteranno a- 
mcndue infinitamente dall* afse CP; il primo poi è 
raanifefto, che fi fcofta infinitamente anche dall'altro 
afintoto CH dell' iperbola prolungato indefinitamente 
oltre C ; ma il fecondo gli fi accolla femprc maggior- 
mente ) onde etto afintoto C H ferve d* afintoto ali* 
iperbola infieme) ed al ramo DI della logaritmica. 
XVI. Ritenuta anche la fteflà iperbola B j^O , o- 
gium ycdC) ch« la logaritmica ID F iarà diverla ,fe- 

con- 
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condo che diTcrfa fi fupporrà la linea coftante h 9 per 
cui s' intendono divifi |;li fpazii iperbolici . L' equa* 

xione dunque =: S > , o fia « rz S .«..^ fervei 

b X X 

ft diverfe logaritmiche > fecondoche è diverfa la quan- 
tità b nella prima equazione , o la r nella feconda • 

Quefta quantità -,-- , o T equivalente e» fi chiamale 

b 

come a fuo luogo moftreremo > è la fittangenu delli-^ 
logaritmica . Ora ficcome u-mlx ^ intendendo pel ca- 
rattere / indicato il logaritmo di quella quantità, che 
gli è fcritto fottO) al qual ufo riferveremo d' ora in- 
nanzi quefto carattere , così efiendo » = S -i — , farà 

€ d M ^ 

S rr /x . Ecco dunque una maniera d* erprimerc 

X j 

V integrale della formola — *» , e di tutte V altre a 

lei fimili : dove è da avvertire > che neir efprcffionc 
tx non apparendo in quale logaritmica sMntenda pre« 
fo il logaricmo indicato, converrà fempre aggiungere 
nella logaritmica ^ cbe ha ftr fottangetiie e , cioè la li- 
nea coftante , cbe nel numeratore moltiplica il diffe- 
renzia le della variabile* 

XVII. L' integrale dunque d* una frazione qua- 
lunque, che abbia per numeratore il differenziale del 
denominatore moltiplicato per una linea coftante , è 
il logaritmo del denominatore prefo nella logiftica > 
che ha per fottangente la Tuiea coftante , che molti- 
plica il numeratore . Così S . ^ hz=i l {z±:a ) 

Xtr* a 

nella logarìtmica , la cui fottangente .-rzcl In fatti 
fi fupponga fl&Hh^:::^^ ^^ dsb=^dx^ e quindi 
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e ' " •-. -^ s ii^ . Ma S ii^= / X nella logaritmi- 
ca *la cui fottarigente f ; dunque rcftitBcndo»±« ip 
luogo di X, farà 5Ì^ = /(*±0 "«"» ^«'^ ^^ 

f aritmica . Similmente farà S ^x—ax 

/Cxx— tf x) nella logaritmica , che ha per fotta ngen- 
te a , come apparirà chiaro facendo x x - f ^ = ' J 
poiché farà xxdx^adxz^dt, e la formola dwer- 

rà S llL, che ha per integrale il logaritmo di f, cioè 

di X X— tf X prefo nella logaritmica , la cui fottan^eri- 
te =4 Nel capo feguenie fi vedrà la maniera din- 
durre a' lineari le quantità logaritmiche , quando non 
fono tali. Viceverfa farà il differenziale d; una qua- 
lunque quantità logaritmica una frazione , il cui nu- 
meratore fia il differenziale della quantità pofta fotto 
il fegno logaritmico moltiplicato per la lottangente^ 
delia logaritmica, e il denominatore fià la quantità 
fteffa polla fotto il fcgno logaritmico. 

XVIII. Due cole ancora, prima di chiudere que- 
fto Capo , fi vogliono offervare circa i logaritmi . La 
orima è, che condotta dovunque una linea parallela a 
CF . come la LK, che venga incontrata dalle ordi- 
nate P F, £ r, Cr ce. in K, K , S , ec, , tanto le^ 
Kf, R^) Srec, quanto le VF^ ET^ GT ce. po- 
tranno eflcr riguardate come logaritmi delle quantità 
C P, C£ , CG ec, o delle loro eguali ^^y LK* 
L S ec • e ciò perchè procedendo le a !< , a i , i ce. 
con le ftelTe differenze , con ie qùaU procedono' le P F, 
ET GY ce. , non potranno quelle camminar in ragion 



arit- 
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aritmetica ) fenza che in ragion aritmetica camminino 
ancor quelle. Dal che fl fa chiaro , che a fìflar -ilio- 
garitmo di qualfivodia linea non bada av^r nota la 
logiftica , in cui il logaritmo fi dee prendere , che è 
lo ft'eflTo che dire 9 non bafta aver nota la fottangeiw 
te della logaritmica, ma bifogna ancor fiifare in efla 
logaritmica T affé j su cui fi debbono prender le linee, 
per aver nelle corrifponde.nti ordinate i loro logarit* 
mi. Or quefto fi ftabilifce affegnando la quantità, il 
cui fi vuol che corrifponda per logaritmo il zero y Ig 

2ual quantità fi chiama il protonumcro . Infatti ognuno 
egli affi paralleli , ai quali fi può intender riferita la 
fteffa logaritmica, ha il fuo protonumero proprio: CP 
ha C D , L K ha L f . In qualfivoglia logaritmica la^ 
determinazione del protonumero è da principio arbi- 
traria : ma fiffato che egli fi fia una volta , non è pvk 
lecito, finché fi fta nel medefimo fiftema di cofe, il 
mutarlo • In ciafcun cafo particolare non foeUon man* 
car circoftanze , che regolano V analifta nella (fcelta,* 
d' un protonumcro piuttofto , che d' un' altrui come 
fi vedrà nelle appUcaziotii, che a fuò luogo faremo di 
quella teoria . 

XIX. L* altra cofa , che fi vuol offervare , è che 
a prender i logaritmi delle quatftità non ò neceffario 
aver in pronto tante curve logaritmiche, quante pof- 
fono effere le diverfe fottangettti fuppofte nei varii lo- 
garitmi , che s' hanno a prendere : una fola, logarit* 
mica bafta, potendofi fempre con un piccol artificio 
foftituir una logaritmica all' altra . Sia /x, chefuppon- 
ga la logaritmica della fottangcnte /; e fi voglia tro- 
vare quefto logaritmo nella logaritmica, che ha per 
fottangcnte e . Si finga uz=zl x nella logaritmica^» , 
che ha per fottangcnte /.Differenziando ( n. 17. ) farà 

Tvm» Ih Q du 
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d u rs-L.^ « Si moltiplichi > e fi divida nel medelimo 
tempo U Teconda parte dell* eguag^lianza per r; on« 
de fia d wssz, J^y. . Integrando farà u y cioè / h 

ex f 

prefo nella logaritmica della fottangente f^ — '^loc 

prefo nella logoritmica, che ha per fottangente e. 

f 
DóTe è da avvertire > che dovendo ^ / x prefo nel- 

e 

la logaritmica , che ha per fottangente e diventar =ai 
quando diventa zno /x prefo nella logaritmica ) che 
ha per fottangente /, converrà nella logaritmica del- 
la fottangente e fupperre lo /fteifo protonumero y che 
fu fappofto nella logaritmica della fottangeate jT- Dun- 
que u prenda il logaritmo della quantità nella logarit- 
mica,, che fi ha alle mani, fuppofto in elTa il mede- 
fimo protonumero ,^ che fi fùpponeva nella quantità lo- 
garitmica propofta i indi fi prenda la quarta propor- 
zionale dopo la fottangente della logaritmica, in cui 
fi è prefo quefto logaritmo , dopo la fottangente del- 
la logaritmica, che fi fùpponeva nella quantità pro- 
pofta I e dopo il logaritmo grovato ; e farà quefta^ 
quarta proporzionale il logaritmo della quantità tal 
quale fi farebbe trovato , le fi foflc prefo nella loga- 
ritmica propofta « 
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CAPO VII. 

Del calcolo dei L(t£aritmi y e delle Quantità 

EffOHenZfiali . 

I. 'T^Utti i logaritmi delle divcrfe quantità , che fi pof- 
X fono concepire 9 prefi in una fiefla logaritmica, 
diconfi formare un medefim.o fiftema di logaritmi . I fi- 
ftemi dunque di logaritmi fono tanti , quante poflbno 
eff^r le logarìtmiche j cioè infiniti , e fi diftinguono u- 
^ no dair altro mediante la fottangente , come appari- 
fce dal n. itf» del cap.x precedente . Le quantità > di 
cui s* intendono prefi ì logaritmi in qualnvoglia fifte- 
ma ) fi chiameranno d' ora innanzi numeri ^ fieno poi 
veramente numeri , o fieno^ linee . E* manifefto , che 
fé le due formole A , B efprim.eranno due quantità , o 
vogiiam dire due numeri eguali , anche i loro logarit- 
mi prefi in un medefimo fiftema, e pofto per amen- 
due lo fte0b protonumero > faranno eguali , cioè fai^ 
IA=:IB. 

II. Effendo i logaritmi in ferie aritmetica , men- 
tre le quantità) di cui fono logaritmi) cioè i numeri 
fono in ferie geometrica, è chiaro, che pref^ per pro- 
tonumero r unità , il logaritmo del prodotto di due 
numeri x 5 z farà eguale alla fomma dei logaritmi di 
elfi numeri , cioè farà i xzt=zI x"4*- / z . Impeifoéchè 
farà tempre i:x::z:xzy e però il logaritmo dell* 
unità , cioè xero ( fupponendofi che l' unità fia il pro- 
tonumero )ylx^l7byQlxx> faranno aritmeticamen- 
te proporzionali, e perciò o + /x »== /x 4-/3^ , cioè 
lxZf:=zlx^lZf. 5c il protonumero non foifc Puni- 
ta, onde il logaritmo delP unità non fofle zero, fa- 
rebbero aritmeticamente proporzionali i quattro loga- 
ritmi li) Ixy /;&, /xz, e fi avrebbe -/i+Zxziz^/x 

G z -h 
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^Iz jondc Ix :6z:zlx'^l z — /i, cioè il logaritmo del 
prodotto di due numeri x y % farebbe eguale alla fom« 
ma dei logaritmi dei numeri medefimi uninuita del lo- 
garitmo dell' unità • Per maggior comodo s' intende 
ordinariamente , che il protonumero iia V unità , e co* 
sì noi fupporremo Tempre in appreflb 5 quando non fi 
avvifì in contrario. 

III. E' facile il vedere, che lx%y farà = /x 
+ /x + /j) perchiè riguardando x z> come un nume- 
ro farà l X zy :=:lxzf^ ly; ma/x Zr=:/x-f-/z;; dun- 
que / xasj =/ x -4-/2,4- /jf. E generalmente il loga- 
ritmo di qualfivoglia numero di quantità infìeme mol- 
tiplicate farà eguale alla fomma dei logaritmi di efle 
quantità . 

IV. E' anche facile V intendere , che Ix^zrinlx. 
Imperocché x^ è il prodotto di tante quantità^ ognu« 
na eguale ad x , quant* è T efponente n . Dunque 
( n. 3. ) farà / x* =/xH-/x + /x ec. finché fi fia^ 
pofto Ix tante volte quanto è 1* efponente n: e pe- 
rò farà Ix^zzinlx. E ciò vale anche quando T ef- 
ponente n foife numero rotto : poiché fia la pò- 



m m 



teftà rotta x^ . Fingafi x** zzzy , farà x'^=iy'' , e pren- 
dendo i logaritmi da una parte e dall' altra fi avrà 

Ma 

(n. I.) Ix^^zizly^y cioè «/x= «/j, e quindi — /x 

:=/j. Ma y^zx^ : dunque — Ix-rzlx^ . 

u 

V. Anzi vale ancora quando V efponente foffe ne- 
gativo . Poiché fia x-** , e fingafi x** = j . Sarà JL r=y , 

cioè I =: j X*: prendendo ( n.i.) i logaritmi p = /j x* , 

cioè 
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cioè ( n. |{. ) ^= /jf-h/x-"*) e (n. 4.)or=:?7-f-w/x: 
donde rifu Ita /j = — mlxy e reftituendo in luogo di 
y il fuo valore, l x^'^ z= — w/x. 

VI. Quindi fi può dimoftrare , che il teorema s* 
cftende anclie al cafo, che 1' efponehte fia irraziona* 

le. In fatti fia xV . Poiché y^^zj^i ilngafir= 

JL. i 

Ctrà r% cioè V #■ — t+/— w^ j. « 4. ^ ^ j^, 
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— . 1 2.- 1 

n n n n 

X ^ • 5 • T- X ce. E prendendo i le* 
garitmìi farà ( n. 3j e 4) jx^ =:/xH «/i»? 

I J I I J..J 2 

,^1111..., u H n n ^x t .. 

^ :; «*/xH —; «W;^ 

1 z «3 
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M- — — «4 / X ec , Cioè 



( x^ =1 
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•+* - .. u^ec*. l ^ 9 c reftitvH 

^•3-4 
cndo in luogo della ferie y che moltiplica / x il iùo 

Vi* 
valore , fi avrà finalmente /xVz=y/r./x. 

VII. Dal numero quinto fi raccoglie, che il 

logaritmo d* una frazione è eguale al logaritmo 

del numeratore meno il logaritmo del denominatore. 

Sia 
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Sia /il- Effendo il ^xjr% fera iJLt^Jx^^zzU 

y y y 

H-/jr*; ma (n. 5.) ly^^^^ty. Dunque l^z=lx 

y 

— / jf . Da quanto poi è ftato detto fin* ota fi vede 3 
^e ogni quantità logaritmica fi può, quando non è U- 
Obcare y riduxre ad eflcr tale • Poiché farà a cagion cT 
cfempio lxy:=zl x-^lj^ l x^ z::^zl Xy iMx :=z^l x,^ 

y ^ 

VIIL Quando V efponente d^ una quantità coftan^- 
te, o variabile è un numero non coftante , ma varia- 
bile) allora la quantità cosi elevata a potetti variar 
bile dicefi quantità e/ponenziale . Tali fono, le quantità 
a^ ^ xJ' , pofto a coftante y x ^y variabili . E qui avver- 
tafi) che potrebbe V efponente medefimo efler una^ 
ci.uantità «fponenziale , come farebbe nelle quantità 

/ / ^ 

a j a y z, ; e potrebbe V efponente effere una:^ 

quantità efponenziale di quefta feconda fotta y come 

nelle quantità h , * ; e così via difcorrendo. Noi 
parleremo prima alquanto della quantità efponen^iale 
feropliciffima ^^ , dove f è coftante, x variabile . 

IX. Pongafi t" =7 . Prefi i logaritmi da una par- 
te e dall' altra y qualunque fia il fiftema in cui quefti 
logaritmi s* intendono prefi , purché fiea prefi amendue 
nei fiftema medefimo, farà ( n.r, ) /tf*=i/v, eperlecofe 
dette ai n. 4.5.6. xlez=:ly. Or le cotó dette ai nu- 
meri 4. 5. 6. fuppongono^ che il protonumero del fi^ 
ftenui qualunque elfo fia, in cui fono prefi, i logarit* 
mi , fi» i' unità ^ Dunque il paifaggio dall' equazio» 

ne 
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ne ^""=,1; ali* altra xle=:ly inyolve qudla fuppofto« 
E dì fatti ncll* equazione c*:=zy ponendo yzro, di. 
venta tf''= i , cioè j =: i . Or trafportati- qutfti va- 
lori di Xyy neli* altra -equazione xHr:=.ljy fi roiHA 
ciTa in o.le:=zli , che per eifere fuppofta f quantità 
finita , non può fuififtere ^ quando non fia / 1 =o^ cioè 
I il protonumero . 

X. Quella determinazione del protonumcro , co* 
me apparilce per le cofe dette al n. i8. del cap. preceden- 
te ) non limita punto il fìftema , in cui voglionfi in- 
tender prefi i logaritmi . Supponiamo dunque > che 
tra gP infiniti iiftemi i logaritmi per V equazione x/f 
=: ly fieno preii in quello , in cui il logaritmo della 
quantità data f riefce ej£;uale all' unità • EiT^ndo lez=zi 
r equazione diventa f^bito x:=zly ^dove x corrifpon- 
de ad y come il logaritmo al Tuo numero. Dunque 
r equazione xz=zly y e però anche V altra e^ = jr da 
cui deriva, rapprcfenta un iiftema di logaritmi) e no- 
minatamente quello, in cui il logaritmo della quanti- 
tà data e è V unità j giacché in quefto fuopofto fi è 
fatto il paflaggio dell' equazione e"" = j air altra-» 
x=/j. 

XI. La quantità e , di cui il logaritmo è 1* uni- 
tà , dicefi bafc del fiftema; e fé fofle una linea, di- 
rebbefi anche bafe della logarìtmica, a cui compete 
r equazione x=/j, o vogliara dire della logaritmi- 
ca , in cui prefa per protonumero 1* unità , cioè la-# 
linea , che tì riguarda come mifura dell' altre linee, la 
fteffa unità riefce logaritmo della lìnea e. E ficcome 
r equazione x = /j deriva dall' altra e"" =y y cosi 
fi vede che anche queft' altra verrebbe a fervir d' e- 
quazione alla detta logaritmica. 

XII. Giacché abbiam detto (n. i. )che i variifi* 
itemi di logaritmi fi diftinguono fra di loro per la fot-* 

tan* 



tangente 9 cerchiama ora quale iia la fottangente di 
j^uctlo 9 che ha per bafe e. Intendali dunque efpreiti 
per \fi fottangente cercata ,. e fia P equazione e^'zzzy^ 
da cui a1>biam ve4iit<>€he) erprifliemlo eh baft ,^ 
pafla air altra x =: ij'. In qnefta fì differenzi! da una 

parte e dall' altra, e fi avrà ^^=^~:L (Gap. VI. fi- 
•Ì7. y giacché per a V intende e^refla la fottangente. 

1 H m^^ • ' 2, a d Z 

Suppongali j = — I — > e fi avrà dy.zz: > ' ■■ , Qn4c 

a — Xf {a — zy 

fatta la foftituzione neU' equaxiòne ^ x rr £.^ rifui* 

tcrà //x=r ^ = . Si butti in ferie 

2 à^ d Zf 

la frazione ■ con il metodo del capo 4. ì. x. ; e a* 



4 a — ;bZf 



\ a^ a^ , ufi, J 

e integrando a termine per temine 

/ z^ z^ z'^ \ • 

x= 2( ;&4- --r-H rH r ec. )-hC, dove C 

\ l ^ 5 ^^ 7 ^ / 

rapprefenta la cQftante aggiunta nelP integrazione «Sì 

reftituifca ora in luogo di z il fuo valore ^ ■ ~. t^ 
faràx=a.f(J^2wJL(Jli:L£)VJL(^^ 

4. J. f -LZi ì ce. ) 4- C . Per determinare la: cpftari- 

te C) avvertafi che per r equazione #^rry pofta jc=;i 
4ee effere x±ze ^ Ora pofta ji =: i > la fesie infinita > 
. Tom. Ih H per 
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per cui è efpreflTo il valore di x , direnta zero , ^ ri- 
mane x:=:C. Dunque Cz=io. Dunque il valore coni* 

H» <Ux*.=„((-^)+J.(i^)'. 

^ JL PSZl y 4-i- (^-^^ Vcc. "J . Ma per la ftcf- 
(a equazione ^ =: jr > pofta x = i , dee cfl*ere ^ = r« 
Dunque fi avrà t-zzza(.( J U l \ ~\ — L ( imi \ 

j-JL/LIIÌ'Sh — — f -Hi- ^ ec. ] , onde 



•"*~^ 1 ■ -i 



Ed ecco data la fottangentc a per la bafe e median- 
te UHA ferie infinita >. che qualunque fia e ^ i fempre 
convergente . 

XIII. Vìceverfa data la fottangente tt f5 può tro- 
var la bafe e. Imperocché eflfendo e*=:y^ e divenen- 
do jf =: x pofta X =r , è chiaro che pofta x infinità- 
mente poco maggiore di zero, cioè z=zdx\ diverrà^ 
infinitamente poco maggiore deir unità , cioè = i-f-//j. 

'Donde faràV*^=i -f-i/jr, e qùefta è V equazione^/ 
tra ì differenziali dxy dy^ che ha luogo nel fuppofto 
di x:=zo. Ma abbiam veduto nel numero precedente, 
che P equazione tra i dififsrenziali rfx, dyy che ha 

luogo fempre) è if x=:*-^ pofta a la fottangeìite ^ e 

y 
quefta equazione» fuppofta x=:zo ^ diventa dx^zady^ 
poiché pofta X 2= fappiamo che diventa j := i • Dun- 

que 
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que nel fuppofto di x'rzo^ dee aver luogo tra i dif- 
ferenziali d^^ dy tanto V cquaiicne dx^szady^ o 

dx j 

fia dj:=z — • ) quando 1' -cquaziope e'^^=:i-^dy.VQ^ 

^^ • -^ gf ' - ^ .... >.. 

nendo^ pertanto in quefta feconda in vece di àj il 
fuo valore cavato dalla prima, fi avrà 1* equalione 

j d X 

t^f-^i X +» — > nella quale dx rapprefenta il differen- 

ziale della x, quando la fluente «»^è .zero. Si divida 
per quefto differenziale dx una ir finita qualunque i 

X 

onde rifulti la quantità _. , e s' alzi P una e 1' altra 

dx 

forte . dell' equazione alla potcftà ÌL . Si avrà 

JT dx 

d x^^ ^ • . • . 

e^ =: I *rH — > cioè buttando in ferie la feconda.» 

a 

X /dx\ dx\dx r\^ J 



parte e-^ r=zi + 

d 
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Ma elTendo x quantità finita y e dx infinitefima ^ é 

X 

chiaro che .— ^^^ quantità infinita > e però trafcuran- 

dx 

do X numeri x ,^ 2 ) 3 > 4 ec. , che da cfla fono fottrat- 

H2 ti, 



V 
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ti, rimarrà finalmente ^'^zsH-— ^ ^ *^* 



J^ — — ce. , dove pofta x = i , rifulterà il va- 
a . } . 4 ii^ 

lor ricercato della bafe è efprcflb per la fottangente 
4 mediante una ferie infinita , cioè r z=ri h — i — t. JL. 

^ + i .-1 ec. 

2.3^^ 2. } .4^!^ ■ . 

XIV, Ogni fiftema dunque di logaritmi ha la fu^ 
bafe , e la fua fottangente ^ delle quali due quantità' 
una dipende dall' altra, onde per diftinguere un fide* 
ma dall' altro batta conorcer o la ibafe;) o la fotta» 
gente . I logaritmi prefi in quel fiftema , in cui la fot* 
tangente è P unità , fi chiamano ordinariamente Ioga» 
ritmi iperbolici • La bafe in quefto fiftema farà dunque 

( n. ij. ) ^ = i+iH 1 H- h 



2 2 . j ^* J'4 ^•i-4*5 
ce.) e Aimm^ndo le prime iinditi frazioni della ferie, 

f=:2-+- ^^.^^^ — ^-^) e fatta la riduzione inde- 

479001600 

cimali ^ = 257182818 proffimameiite . Nel fifte- 
ma volgare delle tavole la bafe è io, perchè 4il nu«- 
mero i o è affvjgnato per logaritmo V unità 1 cioè 
1.0000000. Se dunque nel valore della fottangen- 
te a trovato al n. i 2. fi porrà In .luogo della bafe ^ 

il IO, onde fia az:z ■■■ > ., 
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fommando ìolSeme molti termini della ferie , e rìdti- 
cendo la fomma in decimali, 1 fi avià la fottangente < 

nei '^ 
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nel fifterta volgare dei logaritmi delhe* tavole 
= 0,4^42941. 

XV. Data la fottangente del (iftema , fi poffono 
trovare per approfli inazione i loearitnii dei numeri 
mediante V e(|uazione cavata ai n, i z , cioè 

H C*^—— ^ ^^« ) ^^ ^"^ '^ efprime la (bttangente > 

jf il numero, ed x il fuo logaritmo. La ferie t moU 
to convergente 5 quatido .v fia un numero poco mag- 
giore dell* unità. Si vogliano i logaritmi iperbolici» 

nel qual cafo farà jf = i . Pongafi j rs -L , e farà 

2 

^=: 2 ( — + —.^4^^.— u^ — ;— ec. 1 , e foramaiv- 

.do fei frazioni » ^ riducendo la loro fomma a decima- 
Ji fi avrà X , cioè / *-^ = o * 40 5 46 5 i . Pongafi or^ 

V=A, e fera x=2/^-1h — l — \ — i — h-^ccA 

^ i V7 3-7' 5-7^ 7-7'^ / 

cioè fommate fei frazioni 5 e ridotta la fomma a de* 

cimali x=7±=o. 287^82 j. Ma /X ^-Z^ = 

• ■ : ' l . — . . / - .^ . . 3 ,. 

/— - ( n. z. )) cioè =/2. Dunque / 2 =0,6931472, * 

donde fi cava fubito 2 /a > cioè ( n. 4. J / ^a ^^ yogliaip 
dire /4= 1 . 38Ó2944 , é ^iz^y cioM /;2^*o\fia /8:^ 

2.07944i<5. Inoltre ( n. 7, }. il — /-!,= / -|-=/i^ 
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— i8, e pttò.l^-^lSz^o. 11778J0; cioè Ig^ 

2 . 07944K5 = o . 1 17783® , onde /p = 2 . 15^72240 : 

quindi -^/p) cioè (n.4..) /^^rr/ VjT— ^3=ii . . 

09851 2 ^ ; 'donde fv deducè anche 7 3 + Z 2 j cìoè-tó 
= 1 '• 19^1^9^ ' E^ ^co trovati già i logaritmi ipej- 
bolioi di tact;i i numeri minori del io all' ecceziohe 

di Si e 7. Per avere quello di 5 pongafi jf=:-Ì., e 

r 

avradi x= 2/"— 4--^-t"-^+-^«cA , cioè 

\9 }-9^ 59^ 7^9^ / 
fortmàte al folito 6 trazioni ^.ridotta la fojnma. in^ 

decimali x, o fia i4- = Q- ^^2314^- Ma/X = /^ 

- 4 4 . 

— /il. Duncnie /5-r-/4 = o. 223145) 5 onde. follitui- 
io il rogati^mb già trovato di 4 , fi avrà / 5 = r . 
(5op4379. Quindi farà /) +/ 2 =/ 10:= 2.302585r . 
Per ottenere il logaritmo di 7 fi potrebbe porre 



^ = vL , e uÉiw iel metodo folito 5 e fi troverebbe 

1-^ = 0.1 541505, onde /7 = ò. i54i'5o6-j-/6=i . 
o 

^945^101. Tutti quefti logaritmi hanno la figura prima a 
defila maggiore o minore del giudo d' una minuzifi^ mi- 

fiore però fempre di — ; e ciò perchè, oltreché iiu# 

vece di fommare gV infiniti termini della ferie 

(llZl\^J^(llZl\ ec. non fé ne fomma che 

un certo numero, nel ridur j>ofcia quefia fomma a 
decimali fi trafcura fempre qualche cofa/Può dunque 

fuc* 
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Tuccedcre, che fommando, o fottraendo, o moltipli- 
cando i logaritmi già trovati per avere i logaritmi dei 
prodotti , o dei quozienti , o delle poteftà dei nume* 
rij^ quefti nuovi logaritmi vengano ad avere la prima 

figura a defira lontana dal giufto di più di JL. Per e- 

2 

virare guefto inconveniente fi potrebbero trovare i Ioga* 
ritmi efpreffi per due figure decimali di più di quel che fi 
vuole 5 a cagion d' elempio per nove y fé fi vogliono 
cfpreflt per lette ) indi tagliar fuori le prime due figu- 
re a deftra , crefcendo d'una unità la prima figura del 
numero > che rimane ) quando le due fig^ure tagliate 
formano un numero maggiorje di 50 • 

XVL Trovari i logaritmi dèi numeri irv un fifle- 
ma fi poflbno fubito a[vere i logaritmi dei medefimi 
numeri in qaalfivogUa altro fiftema. Imperocché fé fo- 
lio note le fottangenti dei due fiftemi , è chiaro per 
il n. 19. del Capo precedente $ che facendo come la 
fottangente del fiftema , in cui fono noti i logaritmi^ 
alla fottangente dell* altro fiftéma » cosi il noto loga- 
ritmo di qualfivoglia numero al quarto , farà quefto 
quarto proporzionale il logaritmo del medefimo nu^mc- 
ro nel fiftema nuovo . Così eflcndo o. J010300 il lo- 

f;aritmo del numero 2 nel fiftema volgare delle tavb- 
e, ed effondo (n.i4.)o . 4342945 la fottangente del 
Mema , fé fi farà o • 4342945 : i : : o . 3010300 al quar- 
to , che farà ©. 69^147211 avrà in^ quefto qaarto il 
logaritmo del medchmo numero 2 nel fiftema , che ha 
per fottangente l* unità, cioè farà 0.6931472 il loga- 
ritmo iperbolico di 2 : e tale in fatti e ftaco travaco 
al numero precedente • Viceverfà noti i logaritmi di 
un medefimo numero in due fiftemi diverfi , per uno 
de* quali fi ignori la fottangente ^ it potrà fempre tro- 
va- 
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-vare la fotungente ignota facendo come il logaritmo 
del numero nei fiftema, in cui è nota la fottangen* 
ce; al logaritmo del medefìmo numero nell' akro ufté* 
ma 5 cosi la foctangeote nota al quarto proporzionai^. 
In quefta maniera li poteva y trovato il logaritmo i** 
perbolico d' un numero qualunque , come 2 9 trovare 
la fottangente del (iftema volgare delle tavole ^ e (i 
farebbe cosi sfuggita la pena di fommar molti termi- 
ni del denominatore nel valore della fottangente a 
efpreffo per la bafe e trovato al n. i z. 

XVII. Clie fé fupporremo note non già lefoctan- 
genti dei fìftemi ) ma le bafì ) per trovare mediante i 
logaritmi dei numeri in un fiilema i logaritmi dei me- 
defimi numeri nell' altro , avvertafi ) che fuppofta W 
la bafe di un fiftema , b la bafe dell' altro , farà [ n. 
IO ) nel primo fiftema e^zziy^ nel fecondo i*='j j e 
però e* =^^ ) e prendendo i lonritmi da ambe le par- 
ti nel fiftema che ha t per baie, xziz.jblb ; dove et 
fendo AC rr /jf nei roedcfimo fiftema , fi avrà ly =» Ib^ 

l'i 
cioè \» rr ^ : ma per r equazione b^ zzy abbiamo zznly 

prefo nei fiftema che ha per bafe b ; dunque prefo il 
.logaritmo della bafe b nel fiftema , che ha per bafe f, 
.e per eflb dividendo il logarithio di qualfivoglia nu- 
mero j prefo nello fteflb fiftema , che ha per bafe e, 
fi ottiene il logaritmo del medefimo numero y nel fi- 
ftema^ che ha per bafe b . Qui pure fi vede come da- 
ti i logaritmi di un jiipdefimo numero in due fiftemi di- 
vcrfi , e nota la bafe dei? uno * fi pofla trovar fubito 

la bafe dell* altro.' *; "' •'., * 

XVIIL L' ufo dei logaritmi è neceflario alla fo- 
luzione di quei problemi, che portano 1' incognita ne- 
gli efponenti. Diamone un efempio femplice. Debba^ 

fi 
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fi trovare in quanti anni un fondo , che ogni anno crc- 
fcc della fua trentefima parte 5 diverrà decuplo di quel 
che ora fia. Poniamo, che il fondo fia ora a: fra un* 

anno farà divenuto ^4-jL, cioc^i^: fra due anni 

30 30 

farà 2 h^ — : =«2 i-i- i.=:i--. g : fra tre 

30 30* 30* 30* 

anni farà i-_ 4 + 2—- 1^ , cioè i- — L ?^ , -^ = 
30* 305 305 

.5 — ^i e così facilmente fi vede che fra quattro an*- 
303 . - ^ 

ni farà I-i- à , e generalmente fra anni x (arài-i-ijr, 
3 o4 30"^ 

Se dunque x iàrà il numero d' anni cercato, dovrà 

cflTere ^ — azzioa^ cioè f — ] == io , e prendendd 
3 o'' \3o/ 

da una parte e dall' altra i logaritmi nel medefimo 

fidema > qualunque egli fia 5 purché il protonumero fia 

r unità', x/ii =/io, o fia x(/3 i — /3o) = /io> 

pnde X =: -i — > • Prefi i logaritmi dal fiftema^ 

/j I — /j o 

volgare delle tavole, s' avrà /i 0=1 •0000000, 

/ 3 X = I . 4913617 , / 3 o =: I • 4771212 , e quindi 

I . 0000000 1 0000000 ri. 

X r= . — = , che dà x = anni 70, 

o 4 0142405 142405 

mefi 2 ) giorni 20 proffìmamente • 

XIX. Ma veniamo alla maniera di differenziare , 

e di integrare le quantità , quando contengono loga^ 

ritmi , o efponenziali • Già al n. 17. del capo prece- 

Tom. IL 1 den« 
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dente fi è veduto , che generalmente il differeiì.. 
zialc di /K, dove y è una funzione qualunque d^ 

una, più variabili, è ^-pr- , fuppofia ^ la fottangen- 

te del fiftenia; e che viceverfa 1* integrale di f—J^ 

è / r prefo nel fiftema , che ha per fottangcnte a . 
D* ora iananzi per maggior femplicità fupporrcm.a la 
fottangente = i . 

XX. Se il logaritmo da differenziare foffe eleva* 
lo ad una poteftà qualunque data m > cioè foffe (/^i^)'*, 
tenendo U regola generale del n. j. Gap. g^ fi avreb- 
be m C ^ ^r-' ^ Infatti po«o/K=:;c,farà i^=dz^ 

e (/ r)'" = 2i«, onde rf.(/>^)* = m*'^V;&, cioè fat- 
ce le foftituziotji del valore di ;&c di dziy^ d.{iyy^ 

XXL Sia ora da difierenzìare tlx^ cioè il logaritmo 
del logaritmo di x. Pongafi Ixzizj^ onde — =^dyy 

e llxz=zty^ e però differenziando d .llx=:^yCioi 

foftìtuito il valore iì dy y e ^ y y d^tlxzzz — ^ • 

x/x 

Che fé fi- dovlfò differenziare lllxy cioè il logarit- 
mo delle quantità differenziata or ora; facendo que- 
fta quantità , cioè llxz=iz,y onde fia lllxz=itx» , e 

quindi dJllxzz-^^ fi avrà per quel che fi è poco 



6 moRnto ^jj-=:^», cade fatte le fcdituzioni del 
valore di i«, e di z^ farà V //;.^— '^^ _ , 

Qui profeguendo avanti con Io fteflb metodo , fi tro- 
verà che generalmente d .fx , dove « denota il nu- 
mero delle volte , che s' intende ripetuto il fcgno lo- 
garitmico / , farà = iji 

vvTT r> f' 'lx.ltx,Ulx.i'*x...l"-'x' 

1 j ^^"•. C°". queft» principii , e con le altre rego- 
le date nei capi precedenti per la differenziazione <tel- 
ie tormoje efpreffe per una o più variabili, non farà 
difficile di trovare il differenziale di qualfivoglia quan- 
tità invo vente logaritmi . Sia a cagion d' efempio da 
trovare il differenziale dall'arco di circolo, che ha per 

raggio /r, e per tangente —prefi i logaritmi nella lofea- 
ritmica, che ha per fottangente b . Supporto ~ =» , farà 

(n. 5. Gap. VI.) il ricercato diiferenziale -fHì. . Ora 

j,_10<dxllx^X*d.llx ^^j ,,b^d>C 

txdxUx^td^ 
Dunque rf a = ^^ 

— ^J<£jfjjfjllx --. b* X d X 

Ix(llx)* ' * P*^^ ^^ differgaziale, 

che fi cerca = ^a^tdxlx.l l x^a* b^xdx 
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d y 

fatta la foftit azione l xznuy onde (ia — :=zdu^ fi 



XXIII. Per integrare le quantità, quando invoWono 
logaricmi) avvertali primieramente, che fé farà pro« 

d X 

polla la formola V — , dove Fta una funzione di /x, 

djc 

X 

convertirà la formola in queft* altra Vduy dove eflen- 
do ^ una funzione dì u^{\ potrà integrare con le re- 
gole ordinarie del calcolo integrale. 

XXIV. Che fé la formola propofta farà dPir^ 
dove d P fu il differenziale d* una funzione qualun» 
que P di x , ed f^ pure (la un' altra funzione di x , (ic* 

come il differenziale di FlFh dVlV^l^ ^ co- 
si integrando fi avrà PlFz=.S dP IF+sL^, on- 

de P integrale cercato farà SdPl V—P l V^S LÌK , 

dove effendo P ed ?^ funzioni di x fi otterrà la parte 
S — ^ con le regole ordinarie del calcolo integrale. 

XXV. Sia ora da integrare rf P(/x)'', dove dP 
è il diffcr-nziale d' una funzione P qualsivoglia dix. 
Anche qui integrando per parti fi avrà 5^P(/x)"= 

t{lxy—S*''^'^''^^''^'^\ perciocché il differeu- 



zia- 
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xialc di P(/x)', e rfP(/x)'»-4-li-iliÌfZl!.0. 

ra cfifendo P una funzione di X) -^^ — farà unaquan» 

tità j di cui per le regole ordinarie del calcolo inte- 
grale fi potrà ottenere in qualche maniera V integra-^ 

P d X 
le 5 che fupporremo = i^j ^^^^ ^* —— = ^^- Sa- 

tk dunque S^P(ix)* = P(/x)" — S»i/DC/x)«-', 
dove la feconda parte è una formola dellaftelTa na- 
tura che la propoftà . Con la (leiTo metodo adunque 
fi avrà Snd Q^lxy-^=uQ£lxy-^^ 

^ H.'n^ Qdx(lxY'* . .. . „,. _ 

$ ^ i — i__, e quindi SdPQ x)" =P(/x)* 

— » i^ / X /-'-^ S ^^ ^ il— . Ripcten. 

do circa la tiaantità ^^ — il difcorfo fatto circa laJ 

X 

^j e ponenda ^ ^ = ^ K > avraffi SdP (Ixy^id 



«-A 



f (/ x)»^ ii j^(/x )*'' + «.yi— i>K(/x) 

_, ».« — i.n — i.Kdx(lxY'^ ^ .y. i* 

S ■ — ^— 5 dpve appamce fa- 

cilmente V ordine della ferie ; la quale fempre fi tron- 
cherà) quando fia n numero intiero pofitivo. 

XXVI. Se la quantit|i da integrare fofle 

cfprimcndo M una funzióne di x , fuppongafi la for- 
mo. 
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mola propolla crerc M x . -4r-^ • ^ °^«^^ ^' «^«IB'a* 

. * ( * *} 

tegrando al fohto per parti S ^-^= ^j;-^j^„~ + 

jB ^^'^ , dove h fuppofto Kdx^diMx), 

Ora la parte fomraatoria è una forraola delia natura 

ftefla della propofta , onde trattandola al medcfimo mo- 

ìid X .^ N X 

do fi avrà S— — — — = , ^, .,. xmLI -t* 

S ^-^ fuppofto Vdx—d (Nx). Pcr- 

(„_x;(«-a)(/x)-* 

ciò i' integrale ricercato prenderà quefta forma 
— Mx Nx 



(«-I)(/X/-' («-.l)(«-.2)(/x)' 

S , dove trattando la fomma* 

toria Tempre con lo fteflb metodo fi troverà V ordi- 
ne della ferie, che nafce per V efpreflione dell* inte- 
grale cercato , e apparirà 5 che effendo n numero in- 
tiero pofitivo 5 (i dovrà finalmeate giungere al termine 

, i S , dair mte- 

{n—i){n—l){n—i)...^.l.l Ix 

grazionc del quale dipenderà per confeguenza 1' inte* 
grazicne della forraola propofta « 

XXVII. 
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XXVII. Se la formola farà di quella natura 

per le cofe dette ala. 



xlx.llx.llix.hx.. •./"-'x 

21. ogn!in vede , che P integrale è /'x** 

XXVIII. Veniamo alle quantità, efponenziali , deU 
le quali la differenziasiìone è Tempre facile , facendo 
con una foftituzione paflaggio da effe a quantità lo- 
garitmiche . Gli eiempi porran la cofa in chiaro • Sia 
a"" da diiF;irenziare» Pongafi a'^zzLu. Sarà la*z::zlUp 
ed X la:=:z l uy e differenziando , fuppofta feropre per 
maggiore Ipeditezza la fottangente della logaritm^rca 

r= I, dx taz=z — , cioè ud x la^o fia a^ d x f a:=zd u^ 

u 

che è li diflFerenzIat cercato > giacché la quantità pra- 
pofta dà differenziare fu fuppofla =«j di cui h duìì 
dJ:SerenziaIe ». Sia x^ da differenziare • Fatta z/^zzzuy 
fi avrà Iz'^zzilu y o ÙB, X tzzizl uy e differenziando 

dxt»^ = — =-^,ondìe du'=z.%?'dxl%.'^ 

xz^^^dZ) che è il differenziale cercata* 

/ 
Simii'mente fè fi dovrà differsnz^^are z > pofta^* 

quella quantità =;«j (ara Iz^=:lu^ cioè x^lz:=ltfi 
C differenziando t z» . d . x^ -+- x^' — = — » ' 

Ma per P efempio precedente d.x:=^^djlK 
Kdxy diinque x^dy l x l z+j x^' dxlz ^ 
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y 

se — =z — , e finalmente àh-szt^ x^dy / x« / s -f« 

y y j 

yz K dKlz^z PC — . 

XXIX. Quanto all' integrazione delle forinole i 
in cui entrano efponenziali , fì potrà eflTa tentare col 
foftituire in luogo dell* efponenziale una variabile pro- 
curando di convertir cosi la forinola in un' altr25che 
fìz libera dagli efponenziali. Sia da integrare a'^dx. 
Pongafi 4* = « j prefi i logaritmi farà x l a-^zlu^ e 

(differenziando d ^lazz — . onde dxz=z » e quin- 
ci u l a 

di «* i/ X = —-. Ora integrando fi avrà S a'^d x = 7— , 

A* 

e, reftitttendo il valore di « , Safdx'=. t— • 

Ia 

XXX. Eflendo e il numero, il cui logaritmo I- 
perbolico è = i > e P una funzione di x , 1' integra* 
le di ^'[</P-4-Piifx] fi troverà eflere ^''P. Infatti 
f '^ [ d V^V dx^ — t*d P+e^ P d X. Supponga Cie^^zuz. 
Sarà xlez=:lz 5 cioè- x:=zlz, ^ e differenziando 

d 2S 

dxziz — . Fatte le foftituzioni , la formola propofta 

diventa zd P-^P dz j il cui integrale h zP . Onde 
reftituendo il valor di z farà S e'' (d P^P d x) =z 
e*P. 

XXXI. Sia ora a'^Zdx^ dove Z efprima una-* 
funzione di x. Sappongafi 5Zi/x = P. Integrandi 

per 
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per parti, fi avrà S a"" Z dx:=il^ a^-^laS aTd x. 
Nello ftcflb modo fupponendo S P dx:=z Q^, farà 
SaTdx=:Qj^''—laSa''Qjx^c però Sa^'Zdx^ 
Ta'^'^la.QjL'' ^{layBa"" Qdx. Di nuovo fup- 
ponendo S Qjxzz^R^ indi S/f4x=:Sr,e così di ma- 
no in mano , e tenendo lo fieflb ordine , fi troverà 

Ta'' zhiiayST d^'d Xi dove r è Tempre annu- 
mero intiero , ed T una funzione di x , e potrà 
ST afdx in qualche cafo eifer integrabile, o alme- 
no cosi femplice , che per tal modo la integrazione 
della formola propofta Sa'^Z dx fì poifa dire ridotta 
a dipendere dall' integrazione d' fina formola fempli- 
cìflima • 

Ma potrà talora portare anche maggior femplici- 
tà 1' integrazione trattata in queft* altro modo , cioè 

prcndafi V integrale di a^dxy che (n. 29) e — , e 

riguardifi come una parte dell' integrale della formo- 
la propofta a^ Z d X . Integrando per parti in qucftb 

fuppofto, fi avrà Sa"" ZA x — ^^i^-^ ^ Sa"" F dx ^ 
'^ la la 

fuppofta dZ nz Fd X. Lz parte fommatorìa , effcndo 

della ftelfa forma> che la quantità propofta, fi tratti allo 

a^ F 1 

fteffo modo* e avraffi S/i*F^x=-- —^Sa'^Gdx^ 

la la 

fuppofta i/Fz=G//x. Per lo che farà 1' integrale cer- 

a"" Z a"" F 1 

cato = — — — — ; — ^ -^ ' ■ - ^ ■ S a^ G d X . Ora profc- 

la {lay {uy ^ 

guendo avanti con lo fteffo metodo fi giungerà ad u- 
na fommatoria fcmplicilfima , e così P integrale cer- 

Toni. IL • K ca- 
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cato farà condotto a dipendere dall' integrazione la 
più femplicc che fia poffibile. Ha di comodo quefto 
fecondo metodo , che in eflb le funzioni F ^ G ce. fi 
determinano fenzà bifogno d* integrazione . 

XXXIL Riufcirà non rade roltc comoda P inte- 
grazione per ferie, buttando cioè in ferie le quan- 
tità efponenziali. A quefto effetto fuppongafi a*—AJ^ 
J8 z» H- G zr* -4- D 2&3 -f- £ 2Si4 ec. Siccome pofta a? = o 
diventa a'^zzz i y cosi è chiaro che farà A=i . Ciò 
premeflb fi prendano i logaritmi di qua e di là , e fa- 
rà zlaz=zl( i-f- JBa&-h Czr^4-i)a^4-£ zr^ ce. )j on- 
de differenziando avremo 
, Bdz^xCxd z-f-3 Dz^d »-+-4 Ez^dz ec. 

iHrii z» + Cz^^ + i3;6»-h£z,4ec. 

Dividendo per dzy e riducendo T eguaglianza a zero, 
farà B -i-iCz-i^^Dz^'+'^Ez^ ec._ 

— l a ~ B z la — C z^ l a ^ n z^ l a ec~^ ' 
Facendo ciafcun termine =zo^ caveremo Bizi ìa ^ 

C = —^ =:iLf^ D—~ =iL^ E — RJJ — 
•^ — ^ , e cosi vìa difcorrendo . Dunaue 

2.3.4.5 

XXXin. Se la quantità propofta foffc x*^, ciTen- 

do ferapre lecito fjpporre x^m^*^, fi avrebbe x/x 

= Zi / a . Dunque pofta nella ferie ritrovata x / x in 

xHl xì* 
vece di zlay fi troverebbe x^c= i + x f x 4 — i — £• 

2 



4* 



CAPO VII. 



7J 



2.J i'3«4' 2.3.4.5 

XXXIV. Sia ora da integrare la forinola x*</v 
Softituendo alia quantità x' la ferie a lei eguale , ù 

xidx(l xy . x^dx(lxY . xidx(lx)t „. ^ 

, , r" ■' ■ ■- 1 : ^— ec. Si 01- 

*• 3 ^'3 «4 2« 3'4«5 

fervi , che per il n. 25. , facendo ivi d P^x" dx^ 
onde P= flLl , e quindi £ÌÌL= dO- f^ . 

onde JQj= ' , e così vix idifcorrendo , fi trova 

«4-1 

« + I a "^ 

«+I 

n.» — I. x**»(/>f)"-* ^ ^ 

■■ "; ■ j ec. Per la qual cofa pofta «=i> 

n -Hi 

farà 5x^x/x=^lLfl2~fl, e polla «=2, farà 

24 

Sx*^x(/x)«=flL^_iii!iZiL)+£f!,epo. 

3 9 il 

ila »=3,farà Sx3 ^x(/x)3 =ilCiiO!_Ì£lIiri! 

4 ló 

2.gX<(/x) 2.2 X-» 

*> ^ ^"7""' * ^°^^ ** feguito. Perciò 

wtegrando a termine per termine 1* equazione x-^dx 

K 2 = 
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=:dx+xdxlx^ i.^ — L^ i L^ 

^ — ^LLJLL ce. Si avrà il ricercato integrale S x' rf x 

. x^CU) X* , xHlxY xUlx) . xJ , 

— x4 ^i ^ 1 i: — i i: IH h 

i 4 2.J 9 27 

X4(/XV X4(/X)* .. X4(/X) X4 .^ . 

— i^ — i i — f-H 1 — t ce. dove none 

2.J.4 2.16 <54* 256 

difficile veder V ordine > e accorgerfi a cagion d' c- 
fempio, che i termini feguenti^ che fono V integrale 
del quinta termine della ferie equivalente alla formo- 

la data , faranno — .^-^ — ^ i- H i — i 

x5(/x) xS 
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XXXV. Chiuderemo quefto capo coli* indicare T 
ufo che poifono avere i logaritmi per dìmoftrar como- 
damente alcuni dei principali teoremi dell* Analifi , il 
qual ufo potrà anche eftenderfi a fcoprirnc dei nuovi. 

Sia la poteftà indefinita a -hx - del binomio /r +x • 

n 

Suppongafì effa eguale ad una ferie 5 così a-^-x = 
>f-Ì-2?x-hCx»4-Dx3-f.£x^ ec. Poftaxmo, retta 
4" = il ^ Dunque ponendo a"^ in luogo di Ay t pren- 
dendo i logaritmi da una- parte e dall' altra , farà 
n / (il 4-x > = / ( ^*4-B x+C x^ + D x^+jE x4 ce), 

e difFeren^iando = 

a -J-x 

Bdx-^-lCxdx-^lDy^dx^A E x^dx ec. p^. ,. 

— — ■ ■■ ■ - ■- ^ L^ivi<» 

*" +i>x-+-C x^ + I; x^+£ x-* ec* den- 
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dendo per dx ^ e riducendp 1* equazione al «ero , farà 
mB-^ i«Cx-h3*Dx*-h4/tExJec. 
4- Bx-H 2Cx»-f- jDxJrc. =«» 
tt a" — itEx— nCx* — « D x» ec. 

Pofti i termini a un per una = o,fi avrà .8 = .»**-', 
» I ,B ».« — 1.«""* » — 2. e 

^^"T« ~ z * ~ a« ~~ 

4A 



» . « — I . H — 2 . 


tf" 


— > 


i-J 




> -Ci — 


»* Il — I . n — z . 


n- 


- 3 . '«"-* 



; e cosi via difcorrcnde- 
Soflltuiti pcrtanta quefti valori nella ferie fuppofta ^ fi 



n . « — I . ii"-»x» 



avrà 4-hx = a'* 4- « •. 4"-' x. 4 -^ h 



2 . 3 ^ • 3 • 4. "^ 

ec che è la nota ferie della poteftà. del binomio .. 

XXXVL II Newton nella fua Aritmetica univer- 
file dice ,. che Ccpyq^ryf^t^u ,ec». faranno i coef- 
ficienti dei termini delr equazione còt-fegno mutato^ 
ed / fìa la fomma del valori deir incognita ^ b la fom- 
iha dei loro quadrati , e la (bmma dei cubi , d quel- 
la -delle quarte poteftà , e quella delle quinte , / del- 
le feftc ec. ^ farà : 

^ * rf • ^ 



1 

4 



f=i 
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fc^qb^rl H-4 STzd 

fe-^qd^rc ^sb -i^tl^óu—f 
ec. 

A dimoftrar qucfto teorema , fupponiamo V equazione 

cc. = p rappreientata per Z , onde fia d Z=:m x**-' d x 

(i«— l>x*-»//x— (w— 2)^ x"-3 rfx— («_3)rx»'-4^x 
•— (^— 4)/x*-J//x ~ (w — 5)/x«-<^^x — 
(j« — ó)«^x'"-7^xcc. I valori dell' incognita x 
nell* equazione Z fieno 4> , /ut , X , Tr , f , w , w ec. 
Sarà p e r la natura delle equazioni Z= jJUIm. x ^a . 

^ — X.x — ^.x — f.x — ;jé.x — 91 ec. 5 e prendendo 
1 logaritmi /Z — /(x — (p) + /(x— ^)4-/(x— X) 
H-i(x~^)+/(x— OH-/(x— u;)H^/(x— ,,) ec. 

e differenziando i£. = J^ h- JJL ^. ^^ 

Z X— qj X— /x ^^ X— X 

dx dx dx ^ dx 

Z — Z^Z — c^ Z ' ^^- 5 <^i<^4 loftituendo 

X — "K X — S X — (0 X — M 

ia iuojo di iZ il fuo valore, e dividendo per -- , 
— ( w— 4 ) / x^-i — ( M_« ) t x"-* — («— 6) « x"-? ec. 

z ^ z z z z z 



X— (j) X— /m X— X X— tr x — « x— co 

Z ^ . . 

ec. Ora dividendo l'equazione rapprefentata da 

X — «I . ^ 

2 per X — <j> j fi avrà ;^:::r-= *■'* -f- ( <p— 1» ) ^'"-* 



« 



VM 



«« 



/" 



f»^na 7^ 



r»-$— («— j)/^f*^— (11-^)^ x»-7 ec» =; 



H- x^'i 4- ( X-T,»-,^ ( xj— X4 j>— X*f— X* r— X /— r ) x*-* ce. 



M- ec. -f. «c^ 



4- 



tc. 
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^^q?4 — cpìp — (f)i^ — cpr — /)x'*-J 

4-((p^ — ^^^ — 9^9 — ^^^ — ^ ^ — ^} ^"""^^c, y dove 
facilmente apparifce V ordine della feriQ. £' chiaro 

Z Z 

Che — -^ farà data in feria per fjt ^ come ^ è d«« 

tz per dp 5 n che s* eftenda all' altre* formolette 

Z Z 

— — • ec. Dunque foftituendo. ia laogo di cìa- 

fcuna formoletta la ferie equivalente j T equazion^^ 

farà ( Tavola ) 

Eflendo i binonaii x— .flj , x — fx >. x — X ec. , - e pcrò^ 

z z z 

anche le. ft azioni ^ , , ^.ectante^quau- 

X- — qj x^— -jui X — ^X - * 

te le unità dell' efponente j^ > ancor ciafcun* termine 
della feconda, parte deir equazione farà una ferie di 
tanti termini y quante fono le unità del numero m^ 
Dunque T equazione fi potrà efprimet cosi 
jn x*-* — ( w — i) f x^^^ — ( m — i) q x**-* 

:i-( w — g^rx*^^ — ( m — 4)xx'"-5 — (wi-^j)rx^-« 

— (w — 6)i#x'»-^ec. = 

pt x*-»-f. ( / — mf) x**-* 4-(i — Ip — mq) x"-^. 

4- (e — bf^^lq — mr^x"^-^ 

^(d — cp^-^àq^ — Ir-'-^mf^x^"^ 

^-(e— .rfp — eq — br — // — i«^)x*-^ ec. 

Dove trovandofi le fteflTe poteftà della x disili' una e 
dall' altra parte, bifognerà, perchè fuflìfta 1* eguagli- 
a^nza , che i coefficienti- da una parte fieno eguali ai 
corrifpondenti coefficienti dall* altra . Dunque ioftitu- 
endo i paragoni fi avrà 



f=.l 
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f l ^iqz=L b 

ce. ,. * ^ 

Che fono appunto le eguaglianze , che erano ftate prò- 

polle da dimoftrare. 



CAPO Vili. 

Deir integrazióne delle Trazioni razionali. 

I, TjEr frazione razionale altro non intendiamo fé 

Jl non fé la differenza della variabile moltiplica- 
ta e divifa per una funzione razionale della ftelfa va- 
riabile; tale è la formula 
(^yc^^a^-^^<t'^-^nd ^^ , Quette formole , co- 

me cia£cutt vede, fi fcindono in più formole , in cui 
qualche potcftà della variabile moltiplicata pel diffe- 
renziale di lei viene divifa da una funzione raziona- 
le ed intiera della fteffa variabile ; dunque fé fapremo 
integrare queftc formole fapremo ancora integrare^ 

IL Prima di paflare a difcorrere delP integrazio- 
ne delie formole i|tti fopra accennate non farà fuori 
di propofito richiamare alla memoria ciocche fi è det- 
to nel capo 5. 3 cioè che la £ormola±— ^r— fi integra 



X 

d X 



coli' ajuto dei logaritmi , e che perciò fia 5 x jp^ 
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= + — L x±:<i 5 e è la fottotangente del fiftcma Io- 
e 

garitmico . Dai logaritmi dipende ancora la fomma^^ 
della forinola ^ imperciocché dividendo attuai- 

. mente il numeratore x* pel denominatore x-f-^i fino 
a tanto che T efponeote di x fia zero ) avremo 

X* i/x 

x + a ^ 

a" dx 

il fegno + vale fé n fia pari , il — fc fia dijP- 

X ' I " ri 

pari ; ora tutte ^uefte formole fono algcbraicamente 
integrabili, fuorché 1' ultima , che dipende y come eia- 
fcun vede, dai logaritmi • Con un metodo quafi confi- 
mile air efpofto fi prova che dipende dai logaritmi i' 

d X 

integrazione della formola z y imperciocché 

X* • x^a 

d X 

dhpofla la formola nella feguente maniera _..... — . 
^ ^ a x"+x"t' 

ed efeguita attualmente la divifione continua del nu- 
meratore pel denominatore 5 ordinando la divifion^^ 

d X 

per a^ la formola fi convertirà nelle Teguenti 

. ' ^ ^x" 

d X d X .^^ d X d X .. ^ 

a X ay X * a x ^« . ^^ ^ 

gno di fopra vale, quando « fia difpari ; I* inferiore 
quando fia pari. Quefti termini fono tutti algcbraica- 
mente integrabili a riferva dei dae ultimi, che dipen- 
di». IL L do* 
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^ d X 

dono dai logaritmi • La forinola ancora ■ . ■ fi in- 

tcgra mediante i logaritmi ; perchè polla x* = j , farà 
X dxz=z —yt foftituendo farà — '^ 



formola logaritmica « 

HI. Similmente abbiamo veduto nel Capo 6^ 

che la formola differenziale cfprimc V cle-^ 

xx'+'aa 

mento dell' arco circolare ,. che abbia per feno tutt^ 

a^ d X 
Mx e per tangente x, e che la formola 

AC X" j •* ** 

cfprime lo fteflb elemento > col folo divario^ che le x 
fono prefc nella cotangente ; e perciò la formol*-» 

±Ìl!LiL fé n fia pari dipenderà dalla quadratura-^ 

del cerchio, perchè colla continua dìvifione fi giunge 
finalmente, dopo alquanti termini algebraicamente^ 

u^ d X 

integrabili , ad una frazione di quefta forma , 

che fi integra mediante il circolo ; fc poi « fia difpa» 
ri , 1' ultimo termine della dìvifione non integrabile 

algebraicamente farà —% che fommafi colPa* 

X x^aa 

juto dei logaritmi^ come fi è notato al numero prece* 
dente • 

IV. L* integrazione ancora della formola 

^T-^^ o è algebraica, o fi riduce alla qua- 

dra- 
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draturi del circolo ) e dell' Iperboli ; imperciocché 
pofta x^b:=z^ j farà x x -4-2 *xH-*i = a&z» , dal 
che ricavafi x x^ibx^fg-zizx, z, — bb^fg^ ^^ 
pofta jT^! — bbz=,aa^ ed efeguite le opportune (ofti* 
tuzioni , la forinola propofta fi riduce alla feguenc^^ 

3 la quale ) come abbiamo detto nei pa^ 



ra|rafi precedenti 9 non eccede la quadratura del cir- 
colo , e deir Iperbola . 

V. Dall' Integrazione delle fopraindicate formolo 
dipende V integrazione di (qualunque frazione raziona* 
le ) purché il di lei denominatore (la una funzione^ 
razionale rifolubile in fattori reali di primo , o di fe- 
condo grado; imperciocché farà fempre in noftra balìa 
fcindere la propofta frazione in altrettante frazioni 
quanti -fono i fattori del denominatore, ciafcuna delle 
quali abbia per denominatore foltanto uno dei fattori 
predetti ; ficché la propofta frazione razionale fi tro- 
verà u^ale a frazioni > che avranno la forma delic^ 
frazioni del paragrafi precedenti « Facciamo in . primo 
luogo vedere quefta verità , quando il divifore della^ 
frazione e rifolubile in fattori reali di primo grado ; 
a queft* oggetto diftinguo il cafo in cui i fattori reali 
di primo grado fono tutti difuguali, dal cafo in cui 
havvi del fattori uguali fra di loro, Sieno adunque^ 
in primo luogo difuguali tutti l fattori reali di primo 
grado del denominatore ; e fi debbano determinare 
tutte le frazioni corrifpondcnti a quefti denominatori, 
le quali fommate inficme eguaglino la propofta • . La 

M d X 

frazione propofta fi feriva così — — . ; M fia una-* 

funzióne razionaile , e intiera della x ; N fia il pro- 

L z dot- 



/ 
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dotto di tutti i fattori di primo grado del denomina^ 
tbre meno un fattore razionale x^ a jàì cui fi cer- 
ca la frazione corrifpondente . Fingo la frazione 

Mdx Adx Sdx ^ , ^ , , 

— ■ _ , =: — 1 -•;— ; A è una coftante da de- 

K.x^a ^^^ ^ 

terminarfi; S dee eiTcre una funzione intiera della x^ 
altrimenti ridotte le due ultime frazioni alla ftcfla de- 
nominazione, fi avrebbe nel denominatore un altro 

divifore diverfo da N, e da, x-^a ; il che è contro V 
ipoteil. Riduciamo ora le frazioni alla ftefla denomi-* 
nazione» le quali fommate, otterremo 

N /1d x^ S .x-^a. d X Mdx ,^ ^^, 

= . ' -^ — ; e perciò AH^ 

x^a . N x^a . N 

S • X-+- *< = M j ed S = ■ . Dovendo ìeflcre la 

x^a 

S una funzione razionale , ed intiera , farà M-^ AH 
divifìbile pcrr x+ a; pofta pertanto x = *— a, farà 

M — AK:=zo ^ offia >* = — - , quando in M j ed K 

N 

fi feriva — a invece della x • 

VI. Veniamo agli cfcmpi . Sia una frazione pura^ 

X — ■ 5 e debbafi ritrovare la frazione fem* 
X — i u. X X — a a 
plice conveniente al fattore x — -la. Sia qucfta 

Adx 

', e quella che conviene al divifore xx — a a 

a — la 

f.^ f^d:>c . axdx , 

iia r . — , acciocché fia ■ _ — ==r= = 

XX — ^4 ^ — za. X x-^aa 

Adx 
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j1£JLh £^— ; farà M^axi N = xje— 4#,- 

onde pofta 2 a la rece di x in M ed N farà Mzza a « , 

K =zz aa; e perciò A=—- = = — > dunque 

>^ 3aa 3. 

^ il X 

la frazione ricercata farà — . ■■■ . Con (imile^ 

metodo fi ritrova la frazione che conviene al fattore 

x-^a; fia qucfta , P altra frazione da aggiun- 

x-\-a 

gerii acciocché fia e (fa eguale alla propofta farà 

W /J tk^ 

— , dunque avremo Mrz/rxj N=: 

X X — 3 a X'+'Za a 

XX — ^ a x-^^i aa y e foftituita — ^ per Xj farà 

M /< ^ 

Jlf= — /itf, Kzzió aa; dunque -4 = — - =? — -2 — — 

= -r-,e la frazione conveniente al fattore x^a 

d X 

farà — — ■■■ Per determinare la frazione che con- 

6. x-f- a 

viene al. fattore x — ay fi adoperi lo fteflb metodo, 

A d X 
cioè fi finga la propofta .frazione eguale ad — — — • 

H i — — - — ; dunque farà M=;^x*N =:xx 

, XX — ax — laa 

— ft X — 2 aa^z pofta x:=za , farà M=/r // , N = — ^2 a a 
dunque -4=— — , e perciò la frazione ricercata fa-- 
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d X 

rà -■*' «^" ^ *^*» ; ed in fatti le tre frazioni cosi deter- 

2 . X — *a 
minate fé fi riducano alla ftefla denominazione, r«« 
ftituifcpDo la frazion propofta. 

VII. La frazione ::=:::=^ — ' ferva pure di 

X — a • X X ^ a a 

Ad X 
cfcmpio. Quefta fi finga eguale alle due \^ 

Sdx 

> farà Mz=:aay Kz=zx x -^aa^ e pofta^ 
xx + a a 

M T 

X z= 4f 5 Tara Kzzzzaa^ dunque A;=z -r- = — ; 

N 2 

d X 

dunque la frazione femplice farà ■ ; e^ 



,• , i- * dx. X 

V altra farà =: — ■ 



2 • xx-^aa 

Vili. Pà(fiam<» al cafo, in cui i fattori femplici 
del divifore della frazione fieno eguali , e diamo prin* 
cipio dal fupporre due fattori eguali foltanto . La Tra* 

zione adunque che fi propone fia , ia cui 

K non contenga x -+•/«. Si finga la frazione corrifpon- 

dente al fattore 1^^ effcre £li^±li^ ^ e V zU 

x-H^ 

S d X 

tra corrifpondente ad N.eflere ; dunque farà 



M 
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+ -r^; c perciò 

ri 



— ; = S . Comecché S dee ^ffcre una 

X+/I 

funzione intiera > neceflaria mente la quantità M — K 

.Ax^B farà due volte divifìbile per x -4- ^ , e perciò 

pofto in efla — ii in vece della xy diverrà efla zero> 

M 
e cosi verrà determinata la B^ cioè farà AxzziB*^ 



la quantità M — N » il x-h ^ ) quando fiavi foftituito 
il valore ritrovato di B , fi divida attualmente per 
x^a\ il quoziente y che nalcerà , pure farà divifìbi- 
le per x-^a; poflavi pertanto x=: — n il quoziente 
diverrà zero; dunque nafcerà una nuova equazione 5 
per mezzo di cui> e dell' equazione fopra ritrovata 
fi determinerà il valore della A , e della £ • 

IX. Si dichi ari il m etodo colli efempi*. Sia la^ 

frazione , cerca la frazione cornlbon- 

x4-a .X* — lan 

dente al fattore x-(-« • A prima occhiata fi vede e(^ 
fere Mzzza x — 2 x x , N=i x x — za a^ Pertanto la 

quantità M — N . Ax-^B , per mezzo dì cui fi devo- 
no determinare i valori A^ e By diverrà ax — 2xx 

^za a — X X • A x^ B ; pongafi in quella quantità 

X = — ayC diverrà effa ^^zaa^aa .B — A a r=zo; 
e perciò B:=zi^Am; collochifi quefto valore di B 
nella quantità anzidetta , e farà efla eguale ad 

ttx — 1 xx^zad — XX. Ax-^i -i-Aa ^ la quale^ 

dee 
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dee fimilmente poterli dividere per y-^a; efeguita 
attualmente la divHione farà il quoto 6 a-^ ^ x 

"J^i aa — XX. -4, e pofta di bel nuovo x =: — a^ fa- 
rà i i a^OraAzzzoi e perciò A=: iCB=, — 8; 

dunque la frazione ricercata farà IH — ^ ^ ^ ^, 

a . x4- a 
X. Se i fattori femplici , ed eguali nella propofta 

frazione foflcro tre, per efempio x+a ; la frazio- 

ne corrifpondenf e al fatt ore x + a dee fingerii di quc- 

Ita forma — ^ ' ' ; e pofto il numera- 

tote della frazione propofta eguale ad Mdxy ed il 

denominatore z=: N.x H-^ ; fi prove rà facilmente , che 
la quantità M — K • -rf x*-t- ii x+C dee eflcre divifi- 

bile perx-f-41 ^ cioè dee effere tre volte divifibile per 
x-f«ig ; fi ponga dunque in cjTa x = — 4, e fi para- 
goni al zero ; V equazione , che nafcerà , ci darà^ il 
valore di C per A^ e B ; pongafi quefto valore nell* 
anzidetta quantità , e dividafi per x^a^ indi collochili 
nel quoziente —a in vece della xy e fi paragoni al zero; 
c[uèfta equazione ci darà il valore di B dato per A: 
il valore di B così ritrovato fi metta nel quoziente j 
che di nuovo fi divida per x+zi, e nel nuovo quo- 
to pongafi fimilmente xm — n, e fi paragoni cflo a 
^ero ; quefla equazione ci determinerà il valore óìA 
pei fole quantità determinate; determinato il valere 
di ^ fi viene a determinare il valore di £ > e con^ 

que- 
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quelli due fi determina il valore di C , e perciò g 

. Ax XH-Ì5 X 4- C . rf X 
determina ancora la frazione ■ 



1 •■ 



x+ a 
Se i fattori eguali da determinarii foffero quattro , cioè 

3r+^, la frazione da dctermlnarfi avrebbe quefta for. 
11121 , L. ij ■ ■ : — —r^ ^^^ metodo fopra. 

ofpofto fi ptoy crebbe j che la quantità M — ìi.(A^^ 

A 



^ fl X* 4- C X H-. D) farebbe di vifibile per x4- a , onde, 
(eguendo le traccie del predetto metodo fi fiflercbbe- 
ro le indeterminate A^ ^yG^ p. Il metodo è pa-? 
tente ancorché i fattori eguali fieno cinque 5 fei ec 
indefinitamente « 

XI. Rimane ora da difcorrere dei fattori reali di 
fecondo grado ^ i quali non fieno divifibili in fattori 
reali di primo grado ^ intomo ai quali il metodo più 
fpedito da tenerfi fi & il feguente • Si rifolvano i fat- 
tori reali di fecondo grado in due fattori femplici di 
primo grado , benché fieno immagìnarii ; indi coi me- 
todi fopra eipofti fi ritrovino le frazioni convenienti a 
quefti fattori femplici, le frazioni cosi determinate fi 
riducano alla ftefià denominazione, e fi fommino;na- 
fcerà una frazione Tempre reaU > che farà la ricerca- 

ta • Sia per efempio la frazione — , e fi vo« 

51ia la frazione conveniente al fattore di fecondo gra* 
o X* •+•<«* 5 il quale non fi può rifolvcre in fattori 
reali di primo grado • Si rifolva il predetto fattore in 
fkttori femplici imm'aginarii; onde la frazione propo^ 

Tm. li. M ila 
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fta Cu ■■ ■»■■■ indi coi metodi 

fopra cfpofti fi determinino le frazioni convenienti a 
quefti fattoci femplici) benché immaginarii^ cb&firi« 

- - . ax 
troveranno le leguenti ,■ ■ !_ » 

— -Zii^ — i. X — ^ — a* 
=:^^ ì le quali ridotte alla ftefla 

denominazione danno la frazione fenza immaginarli 

— d X 

conveniente al fattore di fecondo grada x^+a\ 



dx 



Jx 

H quale poi congiunta colP akra firazione ZZ egua- 

glia la frazione propofta; la prima di quefte due fra--^ 
zioni dipende dalla quadratura del circolo , la fecon- 
da è algebraicamente integrabile ; onde la propofta^ 
dipenderà dalla loia quadratura del circolo* 

XIL Desidererà iorfe alcuno fapere 9 come fi ri« 
folvano in fattori reali di primo ) e di fecondo grado 
le funzioni razionali ^ ed intiere d' urrà variabile • Ri« 
fpondo che tale rifoluzione fi tenta coi metodi dati 
da noi nel primo tomo per rifolvere V Equazioni ; 
imperocché * le fopradette funzioni fi poflfono fenza 
contraddizione alcuna confiderare come tante equazio* 
ni; e la ragione fi è che i fattori di una formola de- 
vono eKere femore 1' iftefli in qualunque (iippofizìo- 
ne della variabile ; onde chi ritrova i fattori della-, 
formola nella fuppofiziohe della variabile eguale al 
zero , gU avrà determinati ancora in, qualunqu^^ 
fuppofizione della variabile: cosi i fattpri x— 4| 
X +^ della equazione x^— « a^^ó faranno fattori an- 

co- 
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aora della formula x* — a^:zzq. Quindi fcmpre che 
voglianfi determinare i fattori d' una formola^ fi dee 
avere ricorfo ai fopra indicati metodi. £ cpmecchè 
ivi abbiamo. notato, che non Tempre fi ottengono tali 
divifori , quindi ne tampoco fi otterrà generalmente^ 
la rifoluzione delle funzioni razionali di una variabili 
le in fattori reali di primo , e di fecondo grado ; e 
perciò non fempre potremo attualmente integrare le 
£3rmole differenziali razionali « Per altro potendofi per 
àpprblfimazione ottenere qualun<]iie fattore di primo 
grado di qualunque equazione , ed in cotifeguenza dì 
qualunque funzione razionale di una variabile ) quin* 
di per approflimazione , facendo ufo di tali fattori > 
potremo giungere all' integrazione di qualunque forg- 
inola razionale • 



CAPO IX. 

DeW Integrazione stelle Formole irrazionali. 

L QCarfi fono i progrefli fatti dagli Analìfti in rì- 
O guardo ali* integrazione delle formole irrazio- 
nali ; quel che merita chefia da noi efpofto, fono quei 
pochi cafi, in cui abbiamo regole ficare per trasfor- 
mate le formole differenziali ir razionali in altrettan- 
te formole razionali . Sia j m y ^ x x-j-^x-f-c , e fia 
Z una funzione qualunque razionale di j ed x ; fi db- 
manda la maniera di trasformare la formola Z d x/in 
una formola differenziale razionale. Suppongafi il tri- 
nomio axx^b x^c rifoluto nei fuoi fattori fem- 
plicì, i quali fieno m^+^nx^p^qx; le quantità m , », 
p^ q poffono cflcrc pofitfve, e negative; indi fi met- 

M a ta 
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ta wH-«x. i^-Hf Af = »H-«x •« avremo fubitox = 

^ — /f A Xi * •*• 

Softituifcanfi adelTo nel!» propofta fortnok ^^x in, 
luogo di jf , X , e rf X i valori riipcttivi tutti raziona-f 
li dati per zr ) ed otterremo una formola differenzia-» 
le razionale data per ;6 ^ la di cui integrazione dipen*» 
derà dalle cofe dette nel Capitolo 8. 

IL. Se i fattori della quantità a x x;nh hx-k^c fof- 
fero immaginarii^ converrebbe, che aveifero necclTa* 

riamente la f eguen te forma p x — m +^ — n , 

jp X — m — '^ — A ) onde farebbe /ixx+i x-f-r =r 
ffxx — i f m X ^ m m + W) e pofto mm+nzuqq 

farà mz=,^qq — « = g' Conf. /ut 5 chiamato fxV arco il 
di cui feno fia al raggio , che pongo = i > come (là 

^n:q; onde foftituito, in vece di m^ ^GonC /ui fa- 
rà final mente ii xx+^x-|-c=;?pxx — ^pqx ConC fx 
+ qq . Pongafi ora f p x x ^- zp q x Conù /x -+-?? = 

px — Xf q ^ farà — ip xQonC |ix+? = — z pxix 4- 

q2,Zi c perciò X = ^ -— » adunque tanto 

zp . z, — Conf. [X 



la quantità y'rfxx + ^x-h^j quanto x , e dx fono 
funzioni razionali di z ^ le quali foilituite nella pro- 
pofta JFormola differenziale Z//x 5 otterremo una for- 
inola differenziale razionale data per i&^.la di cuiih-> 
tegrazione dipende dal Capitolo 8*. 



III. Sia 4 4- i» xw =: « > il + /! X? = J^ 1 

J+TT? = / ce. } e fia Z una funzione di x , «, 7 » ' ec, 

fi do- 
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m 

6 domanda la maniera di trasformare in una formola 
razionale la formola Zdx. Pongafi ^4-*irxz= *'^"^, 

avremo x= i e perciò farà « r= as'/ ) 

9 

b 

pertanto i valori razionali di x^ dx^u^yy f, ceda- 
ti, per z nella formola Z d x ^ farà' quefta cangiata in 
ana formola differenziale razionale « 

IV. Sia Z una funziicme razionale di ^ > ^ > J > ^ 

, 1 1 ■ 

f :::=:( ^ • ^^ ec* fi domanda di trasformare Ja 
formola difFerenziale Z d x in una formola razionale 
data per una fola variabile . Pongafi 1— — ^ =: zi* * ^ > 

farà X = — -4-s — -r> ^=*''^j 7=*'"^j /zzz,'*": 

onde fatta la foftituzioae al folito ^ otterremo I' in-> 
tento ..... 

.V^ Sia Z una funzione > *che contenga dtie- radi- 
cali della feguenre' forma Jn-^bx^ , Vf'^S ^ ^ ^ 
domanda di trafmutare la formola differenziale Z dx 






in una formola razionale . Si ponga a-\rb xz=zf^g x.tt'^ 
avremo x = ^~^ ,- 9 peiccià^ farà ^T^hT^ 



?4 



LIBRO I. 



^ ty/ag-bf^ ^ ^^j— ^ v^^. fotte pei 

tanto le ibftituzioni convenienti nella formoli Zdxy 
aafcerà una formola differenzia le data per t , la qua- 
le conterrà un folo radicale -^ gtt—b-y quella nuova 
formola poi per le cofc dette nel num. i , e a j fi po- 
trà trastormare in una formola differenziale razio- 
nale . 

> VI. Se Z iia funzione dì due quantità radicali 

della fcgucntc forma ^as x^c^^bx x^py e pofto. 
m numero dinari , pure farà fcmpre in noftra balia, 
trasformare la formola differ enziale Zx '^dx in una 

forniola razionale • Pongafi y/ ax x + c = as ^ farà ^ 
^xx-hc=:J6;6j ed axdxz=iz,dz,y e ^bxx+p 



b e . z z — e zdz 



=rX "^t^ ed x^dxzz. 






41 * 



^y /b zz — ^^ , 

le non conterrà, che il radicale K— ' — -z +^5 



Fatte pertanto le foftituzìoni nella formola Z^dx 
nafcerà una formola differenziale data per <z , la qua- 

b zt, — be 

a 

Ónde per le cofe dette num. t e 2. fi potrà effa tiaf- 
forraarc in una formola differenziale razionale^. 
VII. Ptopongafi la formola differenziale x 'ax 

r 

, a44> X-'' da cangiarfi in una fonnoh» razionale ; qui' 
fi fupponc che i numeri »i > » , r , * «cno intieri , « 

che 
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che -L fiat fratto. Pongafi i<^-* x^r^/j farà 



r 



4^-i^x*' =«'i ed x'ss Jl- — , ed x*=: 



J-!! -J*i ^ P^' coiifeguenza x*^' dK:=z 

— j u^^duf ^ 7" I * . Aduaqae la propofta fo» 
noia diverrà mediante la dovuta Toftitmione 

ij J^^'^^in . fjLlliy^.lz quale fé fia 

numero intiero poficivo » o negativo ^ farà razionale • 

Se in vece di porre /r-+*tx* = «^ ci foflimo ferviti 

della fofticuxione 44-^ x* = x* w^, faremmo operando 
come fopia giunti ad una formola data per u , la qua» 

le è razionale nella fuppofizione ^ che fia .< — + •— 

n s 



n 



• . • 



numero intiero • 

Vili. Se Z fia una funzione di x , ed « = v/^^H-x x ^ 
ed» fia un qualunouc numero intiero 9 o fratto > PO* 
fitiyo^o negativo^ jfarà' ih 'noftra balia cangiare in. tor^ 
moia razionale la (eguente formola di fferenzial e \ 

( x-f- y^/» + xx; Zdx; fi ponga x+y^^-t-xx^* 

Quk X = j e ifx::;: ■ — , & 

2 a a;!>a) 



u =:y/g+xx = f ^"^.^ i onde fatte le dovute fo- 

ftituzionì nella formola ptppofta per x , rifulterà una 

formola faziooale* daà per z»^ - . - . ^ r 

.1 



IX. ' La. forinela — -^ — y:^ , quando fia -^^ 

numero intiero, fi cangia in jina formola razionale da^ 



"^^ » r • ' j • r • ' Wp 



ta per as ponendo* x"-f- tf *'==«' ;ficcome fi can- 
gia in formoli razionale data' per % la formola 

x^7x# .^'•-t'/i ~^, quando fii --31- numero in tie* 



10 ; é ciò fi òttietìe <:oI porre x** h- a '^ =: as . 

X. Nei due precedenti numeri, quando ò detto, 
che le formole differenziali date per % fono razionali; 
ò intefo CIÒ tìfpettivamente alle quantità compleflc , 

11 che è fufficiente pel cafo noftro , eflendo cola faci^ 
lifiima efpellere qualunque radicale incomplefTo di 2& 
dalle formole predette , nella maniera che fiegue • Sia 



rm 



ii7=z7i^ , r=:z»^ ,j=x*ec., t fiz Z una funziono 
qualunque di », r, y ec. razionale relativamente ancora al« 
le quantità incompleflfe; fi domanda di cangiare la formo* 
laZ^AJn una formola d' una variabile , razionale rela* 
tivan^ente ancora alle quantità incomplefie. Si faccia 



m 
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;jf _. ^»^^, jt' = j**' , e perciò fatte le foftitu- 
zioiH avremo uni forinola differenziale data per jien* 
za <|uantità radicali di qualunque genere . £' facile da 
ciò comprendere ancora come fempre fi poflano efpel* 
tere dalle formole i radicali iticomplefli, cuantunque 
vi fieno i radicali cempleifi; i quali per altro refte* 
ranno nella tra«fottnata« 



CAPO X. 

DetV InttirutAone ielle formole difftrenzìaliy vbe eonten* 
. gomo anbi circolari i e loro feni . 

!• /^Omecchè le formole differenziali ^ che contengo* 
V^ DO archi ) e loro feni fono di grande ufo > (pe- 
cialmente nei calcoli aftronomici ; quindi abbiamo Ai- 
mato opportuno dire qualche cofa dell' integrazione 
delle medefime formole per quanto comporta la bre- 
vità che ci fiamo prefiffi. E per entrare fubitoinma* 
feria I chiamato un arco =/x> il feno tutto =:r io 
dico in primo luògo ^ che farà d fx z=i 
CfiJSa-.SfxJCfi. ^ iucche il rettore CjìF 

r 
( Fff« 21 ) ^ eguale al triangolo C D F^ più al femifeg* 

mento ADF^ ed in termini analitici farà ^ :::= 

a 

•^^~ — r- 4- / — SfidC[x; fi adopejfa il fegno — per- 
chè al crefcere del fettórc decrefce 11 coflfeno , e per- 
ciò la di lui differenza è negativa; differenziando 

^om. IL N adun- 
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adunque farà dii =: £iÌÌÌ!ÌZ:£i^JÌ£if corneo af- 

r 

ferito. Dico in fecondo luogo che rf5jui = -ii£ii , 

, , d u. S fj. . »' 

e Che d e fiz= -^ — j imperciocché il trian* 

gelo F e f infinitefimo è fimile al triangolo pDC: 
dunque farà CF: C D :; Ff ;f e, cioè r:Cn.^dfxz 
d Sfx i ficcome farà ancora»-; S ji* ; : <//* :rfC « ^'e pet 

ciò avremo dSu.z=.Ì!LSJ!:,^dCu-iltl!L 

«• / ' r ' 

IL Vogliafi ora integrare la formola fcmpUciffima 
!;£^; cOenda du.:=z lillt (n. i ) farà L£^ - 
r^dSix _ r^dSfi rdSfjL rd Sul 

integrando farà / !—JL — L r YZ±Ì£ prcfi i Ioga- 

ritmi nella logiftica della fottangentc eguale ad r • non 
cffendo poi cofa difficile ricavare dalla dottrina dellf 

lince trigonometriche j che fia r* y ^ =r 

•T ^ } ìntcndendofi per eo il quadrante dèi circo- 
lo; dunque avremo / ?l-jii == I rffZI^ • nella ftcf- 

fa maniera fi provi che fia / — — = I tJL . E' fa- 
Cile ancora vedere che &i fd fjL Ciiz=:r S fXti 

Sd[x 
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SdttSiA=:^rCn, ficcome ancora che fizf ^^^" 

C/A- ^T"- 

III. Si voglia 1» integrale deUa formola Jfi S^f, 
Quefta formola c^ «^feriva rf ,x S,* . sjl""', ed inte- 
grando j-uppofto s/^coftante, farà / rf ^ S jt* . S^l'" 

~f'J' -^/^^^=—Snx""C|ui, perchè iaStt=: 
— « c/x ( nura. I. ) ; differcnzundo adunque 

— s /* C^ fuppofta 6> variabile , otterremo 



'-* .»-i 



'^n — i.fSix^'^CixdSfx; ma J Sfi:=zdiJiC {a 
(Buro. I ) dunque /dfiJJl''=^s]Ì'"cfi^;r:il[ 
/ sT* «f/* C/A ; maCjZ =ti — s];*; dunque 

I» — 1|/5^ <//<>» e finalmente togliendo i termi- 
ni, che fi elidono, farà/ 5ji"^/*=:±Z£ /^'"* ^» 

"~T ** <^f*; dal che chiaramente fi vede che 

Ni j- 
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xoo 



f i>lk d^x dipende da /Sfx dfi^ t perciò ripeten- 
do la fopra indicata operazione ^ quante volte fa bi- 

fogno 5 arrtvcremo finalmente o alla formola/S/x rffXj 
fé il numero n fia pari, o alla formola /S fx ^M fc » 
fia difpari ; P integrale della prima è [i i della ftcon* 
da è — Cu.. Collo ftcflb metodo fi può inveftigare 

n 

V integrala della Ibrmola dfxCfx. 

IV. DalF Integrazione delle formolc più fempli- 
cl vergiamoci all^'inte^razione di quelle, che fono più 
complicate,, nelle quali a cagione di maggior femplrcì- 
. ti fi fupponje il faggio del cìrcolo efprefib per V uni- 
tà. Sia IC una formola qualunque data, per S;x, e fi 
abbia da integrare la feguentc formola diifèrenzialc 
[xKdSiii; fuppofta fx collante farà / /uilC</Su = 
fx/KdSfii e differenziando quefta ultima formola in 
fuppofizìone^ dì fx variabile larà D [i fKdSfk'=- 
dtx/KdSfjL-^fjiKdSfXi da cui ne viene fiKdSfx 
= DfifKdSfM ^dfAfKdSfX , ed integrand o fa- 
rà ffxKdSfx = [xfKdSfi —fdfx/KdSixi ap- 
poniamo ora che fia integrabile kdSfXy e fia V inte- 
grale M j avremo //jt 2C rf S u = fxM^fd fx M ;. ma 

d S ui 
pel aura. i. abbiamo i?^ = — U-Lj dunque ffxKdS^ 

=:M/ui — /ìl£iii; e per ciò I» integrazione della 

foimola fA-Kd S fjii la quale contiene k quantità tta- 
fcendcnte /x, dipende dall' integrazione di due forino- 
le algebraiche KdSfx^dM, ed ÙLUH. . Dilucidìa- 
tao quefta teoria con qualche cfempio . Suppongali 
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^=S/jL , diverrà nel cafo la propofta forinola.^ 
fjiSfjL ^5fx> c comecché abbiamo / 5 /x dS[x=i 

-ir = M , quindi nafcerà/u sj dS u^i ^ if ~ 

r -+- 1 ' y ^ I 

— ^ h^=/xSfx + ]/i— S/x —li prc. 

fo r integrale in maniera che fvanifca V arco jui pò* 

fto Sfxzna. Sia j-irzi, farà //m S (x^ SfJi= ^ ^-1 

^ Su i Su 

*~y — ^H--^. E* facile vedere cofa diverrà 

2Cu 

f fi S fi dS fi nella fuppofizione , che (Ta r eguale ad 
altri numeri , nei quali cafi V- integrazione della pre^ . 
detta formola. dipenderà dall' Ihtegrazione della for- 



.»'-r-r 



«ola f —C — ^ -—-^ ; e comecché abbiamo Cazn 

I^i~- Sfi y quindi queft* ultima fbrmola, acciocchi 
fia integrata, altra difficoltà non incontrerà , che quel- 
la che incontrano le formole, che contengono la va- 
riabile a feconda poteflà fotto un vincolo radicale di 
fecondo grado, delle quali abbiamo parlata nel Capo 
precedente . . ' ' 

V. Sìa da intcgrarfi la formola fi^ KdSu; fi fac- 
cìa/K dSfi=iH, (talk f fi' KdS fi—fs: M—rfii'-' M dfii 
dunque 1' integrazione detta propoffa formola dipende 

éa^' iategrasionc della formola fi^-^ Mdfi^t comec- 
ché 



\ 
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cìiè abbiamo dfir± ■ ^ ; dunque V Integrazione icU 

la propofta forinola dipenderà dall' integrazione della 
formola u.'-* . ; V incenale della fformola al- 

gcbraica ^il/f fia K , farà fiiT-^Ullt = |,x'-« N 

.^\r — 1 1 / fà!"-^ ^dfiy dunque V integrale della for- 
inola jui''-' — ^ — ft dipende dair integrale della formo* 

la jtx" - * N i jUL , t)ffia dall' integrale della formola 
ji""-^ ^ ; cflcndoV]ut=— r-^; e fupponendo 1* 

integrale tlella formola algebraica ^ ^ ^ =P fi pror 

veri come . fopra , che l' Integrale della formola tra* 
Xcenderite /x*"-** — --Jz dipende "dair integrale della 

^ d S UL 

formola trafcendente ìx"^^^ l2 ; e così di mano in 

mano operando fi giungerà finalmente ad una formo* 
la differenziale; in cui V ef^onentc della tjuantità tra* 
fcendente fji fia zero , la qual formola in confeguen* 
la farà algebraica ; onde fé quefta fi chiami ^ rcftc- 
rà. provato, che-T integrale della formola trafcenden* 
te /x"* KdSjx dipende dall' integrale delle-fbrmoJe aU 
gcbraiche dM^ dKy dP....dl^; e perciò integrate 
quefte fi faprà integrare ancora quella « 

CA- 



»^. 
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4)elU Rettificazione delle Curve , e fuo ufo in cojlruìre 
le forinole differenziali , tie contendono 

nua variabile^ 

^« Ti Ettificare una Curva altro non h fé non fé ritro. 
IV vare una linea retta che le-fia «gnafc .Ecco il 
jnetodo che fi dee fe^uire per . fcioglierc untai problema. 
Le ^jB fieno le afcilTe della Curva DC, (JPig.ii) e le 
B C fieno le ordinate normali ad AB; le afciffe fi 
chiamino fecondo il iblito x j le ordinate 3 : còndu- 
cafi inoiltre / E parallela , ed infinitamente proffima k 
JB C , e dal punto C conducafi C ^ parallela ad A B, 
ed ìotradafi fottcfa la corda E C, farà C F=J5 I=d x^ 
r£a=Wj>; e perchè T angolo Ft retto fari la cor- 

jja <; E 2^ y/ rf X* -t- </ jf» ; e comecché T arco CE e- 
lemento della Curva D C non differifce dalla corda 
C£ fé non, fé per una quantità infinitefima, farà T ar- 
CO e Ez=z ^ d x^-^ Jy^ . Dunque chiamata DCz=zri 

fi avrà dszzL^dx^-^dy^y ed integrando farà V ar^ 
co DCzizf dato per V afciira x> ovvero per V or- 
dinata > fecondo riufcirà più comodo . Convien ri* 
cordarn d* aggiungere nelr integrazione la coftante^ 
come altre vbitc abbiamo avviwto .. 

Ih Abbiamo qui fopra (uppofto , che le coordinate 
della Carya fieno ortogonali ^ ma fé il di loro ango» 
lo non foffe retto la forinola della rettificazione fareb« 
^^ ^o^cttà ad una variazione noapiccìola ; impercioc* 
che pofta ABzrzxyBCzny non ad angoli retti > (Fi^« 
^l ) .conducali I E parallela , e infinitamente profiima 
a i^C,.. e iCLT, parallela a B/.,Sarà Bl — CV=dx,^ 
r£ — 1/ j . Dal punto C fi tiri C F normale ad / £ ; 

e fi 
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e fi chiami V angolo coftante CVFskh; fati r'.Ceji 
::CV=4fc:FFz=:—Jtdx. Ma abbiamo C~£*=: 



cr H-FE ±iEF. VF'y il fcgno -t- à luogo fé 
r angolo C VE fia ottufo ; il fegno — fé iia acuto j 
pertanto farà CE-nzàt-rz 

|/.rfx*rf-^ydb2— ^^» ^^^J elemento -della Ciii> 

va^, 

IIL Scie Curve non fi -confìderaifero alla caitefiana^ 
ma fi riferìiTero al fuoco ^ ciò non ottante fi otterrebbe 
la medefima forinola di retificazione • Sia la Curva 
(Fi;.24) JD C a cui fieno condotte le ordinate A C> che 
partono dal punto As tirifi AE^ che faccia con AC 
un angolo infinitefimo; indi centro A intervallo A C 
il deferiva V arco minimo di cerchio Cf^: chiamata 
ACz=iy farà VE = dj^ tV archetto CFH chiami 
dx^ conducafi inoltre C F perpendicolare ad^£.£& 

fendo C£* zrzlTp^Tf, ed E V=E F , e Tarco C V 
rr C F'farà per la geometria degli infinitcfimi,foftituendo 

C E—ITV + Tì^y cioè CEt=ids:=:iy/dx^^dy^ . 
Per giungere ali' integrazione conviene efpeUerela^x 
dalia formola ) e non già la dj^ perchè dx non è 
differenziale di alcun integrale ^ eflendo un af;clietto 
<lefcritto col raggio variabile > come già abbiamo av« 
vìfato nel Capo. 5. 

IV. Pamamo ora ali* ufo delle rettificazioni in 
coftruire le formole differenziali , che contengono una 
variabile , per lo che riccorriamo al feguentc Teorc* 
laa. Se polla ds:=zfdf fi deferiva la Oirya colle 

« ■ 

* « ■ 

coor* 
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coordinate x . i—fp^^s.p — f^ — x^ fa rà V arco ' 

<ii quefta Curva che chiamo Lzzif.i — fp'—ffdx. 

Eccone la dimoftrazione . Si differenzino le coordina- 

l 
te, onde fi ottengano i differenziali d s. i — pp^ — 



ZP dx . i --pp^ = I —pp^.df. I —pp—lpdx^ 

e ds. p — P^-^^PP dx zrzp^ds .1 — p p — .3 pd ^^ 
fommati i quadrati di queftl elementi ii troverà 



d r . i—pp — IP d X , la cui radice «quadrata 

ds. i —pp — Ipd X ^fprimerà T elemento della^ 
Curva = ^ L ; all' -efpreffione <ii quefto elemento fi ag- 

giunga, e fi tolga la quantità differenziale s D . i — jpp 



farà df. i — p p-^ f^D i — pp^-z fp dp — Ipdx 
znd L ; in vece d i 1 sdp fi feriva idxy farà 

df. 1 — pp^fD. I — // — pdx:=zdL; & intc^ 

grando farà s . i — pp-^ff dx-mL^ come fi dovea 
dimoftrare . Per tanto fp dx ^crrà efpreifa mediante 
la rettificazione dell* arco L. Rifletter fi <iceeflrerco» 
fa indifFerente prendere le coordinate pofitive , o ne* 

gative; perchè ad ottenere iL gli elementi delle co- 
ordinate fi devono alzare a quadrato, < fominare;la 
qual fomma riefce la ftefla In tutti e due i cafi ; fi- 
inilmente eftraendo la radice della predetta fomma ri* 
fulta db ^ I ) e perciò nei cafi particolari dalle con* 




quando fi fa T integrazione 
V. Apportiamo un cfempio > che dilucidi quella 

Xom^ 11. O Tco- 
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Teoria^ Sìa la fortnola logaritmica 1. da coftruìrlì 

mediante la rettificazione di una curva algebraica; 
fatto il confronto di quella formola con la formola 

f ìk del num. precedente avremo ^ = — , onrde df 

g^dx . dx XX ^ ^ ^ . 

T-i — 1 ed / = -— = — : inoltre farà 

XX dp a 

X X— ax , _— — ^ i ■ — 

} ..^ ft ù = — — — I Cd x.i — ^/?=— — • xx-^Aa; 
^ X X a 

c perciò le coordinate della Curva che cerchiamo fo- 
** ^ ì, 

(XX — a a^ .^2xx-Mir , , xx — u a^ . 
■ i — _— — . ^ Cloe ■ j 

ax ' X a X 

^: ^ ^ j dunque chiamato P arco di quefta Cur« 

X 

va, =1- farà in vigore del Teorema fopra dimoftrato 

.^ i_ . XX — /if a ZlILziz S . Per determitiare il 

a X 

fegno da prefigcrfi ali* arco , fi trovino i quadrati de- 

o\\ clementi delle coordinate) e fi fommino , ed cftrat» 

2 X* 1 1 a^ 
ta la radice della fomma otterremo ± » — ♦i/x 

4X 

zzidL; ^x differenzi ora la quantità algcbraicJi 

L..XX— ^ onde fi abbia ; quella diP. 

a a 

ferenza congiunta con i±:, . rfx dee eflcte e- 

guAlc alla formola. propofta — - — ;. ma ciò fi wrificau 
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adoMrafldo il fcgno -f- ncm già il — ; dunque iti 
quefto cafo V arco L fi dee prendere pofitlvo. 

VL Ma quando fo0e ^ / > i ) allora 1' ordinata 

,, I — pp^ farebbe immaginaria e V cipofta metodq 
in tal cafo mancherebbe ; al quale incompdo ecco Co- 
me poniamo riparo . In primo luogo diciamo che po- 
fia dpczzzsdpk^ deferiva una Curva colle coor* 

dinate /. pp — i =j^5/. — f^ — y4-x=:«, farà 

Sy/ du^ — dy^^s . pp-^-i -^^Sf d X ;t{\x^ùò teorema 
fi dimoftra nella fteflfa maniera che il precedente ; pre^ 
meflfa tale verità , pongafi dy t^q d u ^ onde fia 

"J du^ — di^zzz du^ \ — qq^ la qual formola farà 
fempre reale quando fia ;^;>> x ;.. imperciocché il dif^ 
ferenziale della coordinata u data perp , fi trova mag- 
giore del differenziale della coordinata y data fimil- 

mente per p ; la formola d u^ i — qq fi coftruifca-. 
mediante una curva algebraica come fi e infegnàto al 
numero 4; avvertendo che la quantità che ivi fi chia- 
mò X qui fi chiama u ) ed il p farà in quello cafo 

^i — qq^ e chiamata %» la quantità corrifpondente 
alla s ^ farà in primo luogo duz=:^^ ^ ^ , le co- 

ordinate della curva da dercriverfi faranno' * 5^ . , 
» gr*. y/ I — ^ ^ — u; Finalmente farà % q*^^Lzz:S dupc 



l*te««B**> 



y^i — 5* = S y/ du^ — dy^ j ma abbiamo S ^dM^-^dy^ 

zzis.pp — ir\^Sp dx\ dunque zq*— Lzzf. . pp—t 

^Spdx;c finalmente Sf dxz±izq*-^L — r : pp — i 
dunque la /formola Spdx è ftata coftruita coti una 

O z CUI- 



--^ 
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fUrvf algebraica le cui ordinate > eflehdb pf> i, fa* 
ranno feroprc reati. 

VIL Portiamo un efémpio » Si debba coftrulre la 

- J PC ^ 'X 

formoli ■ - il metodo del numero 4^ ricfcc 

X 

yl x^^a 

a ' ■ ^ ' ■ . 

— quantità negativa quando (ia x pofitiva e 

inaggiore di (t\ dunque in tal cafo bifogna ricorrere al 
metodo del numero precedente ; farà per tanto pp — i 

a , a i X - ix 

= — -^ ^àì— ■ — rv^Q^= Tl^ 

^ • 2 x^^x — a.\ . . ^ ' 

.1 t: :f 



inutile , perchè polla ^= . farebbe i — pf 



!^^ ' ^ ; dunque ^ •^ p p — i=;2 v^x x- — x//;in- 

oltre le coordinate ddla Curva « j-V faranno, >^ , e 
2 y'x ^ j e perciò in vigore del Teorema del numero 

^ -il— L. '^/ dx^lc 
precedente avremo 2 y x x — x a 4- 5-— ' ■ =' 

^x — a 

S ^du^ — dy^.Ua\ calcolo firaccpglle v che. a . que* 
fta ladicfc frdee ^reporr'e il fegrio +;.fi'.coftruifca b* 

ra la . formohi ^ du^—df- collxjrettìficazione d* u^ 
na Curva algebraica * Effendo u z=£x \ ed j ==2./^ ^ > 

' '.*"* , , ■.:-•-. '.•/". WxV* " ' ' 

differenziando farà i^M ;^ rfx % e <^Jg^ . ^ -^^ ■■ » Wr 

VX . 



I .• 



de 
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a 

X 



de farà ^iu^^ày^ =dx]/i^ 

d X \/x — a n %/ a 5^ m 

7=~; dunque q=:^^iCà i— ^a=- — I^ e 

V^ )/x 9C 

perciò Dv^r=Tf= ^^^ , ^= ^^ 

i f 

; le coordinate della curva faranno 



2^ax — H4iy ed X — xa. Per tanto defcritta que^ 
fta curva, e chiamato L il di lei arco prefo in ma* 
fciera che crefca al crefcerc della x , e foftituiti i va* 

lori nclP equazione %q^ ^f . fp — x — Li=:Sf dx, 

fi troverà 1 = 5 *■■ ^ , per determinare T equa» 

)/x—€ 

xlone della curva fi faccia T ordinata i^ux — aaznm^ 
ed X — i uz=.n , farà 4«x — ^ a a zn m^ ^ cdx — a z=z 

m-^aj onde avremo ^a ^n+a-=zm m equazion^^ 
alla parabola appollohiana ; per tanto col parametrp 
4 /i fi deferiva la Parabola (Fi>,2 5.J AJC^ìn cui V afciflc 
Jl E fiena eguali. « -f- tf> ed In^ cpnfcguenza tagliata 
A l:=z a ^ faranno le 1 £;=: » ^ e le ordinate £ F=:tfi; 
fi produca E ^ in i> talmente che fia ^ D = /r , fa^ 
ranno Le P £ =ii + af=X) e per tanto a qu^ila^ 

J| £=:x corrif^on^^ran'no gli arghi AFz::: ^,. f ^ ^. ^ 

VHL Ancor quando fi fratta dì cofiruirc le' fprr 
mole differenziali colla repcificazionè di curve .^^g^r 

brai- 
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braiche gli Ahalifti fi fono ingegnati di adoperare , per 
quanto fia poflibilc , Jc Curve più feraplici , come C\ 
è notato difcorrendo delle quadrature , e perciò fono 
xicorfi alla rettificazione delle fezioni coniche, cfpe- 
cialraentfi alla rettificazione dell' ElilTe edelPIperbo- 
la, giacché la rettificazione del circolo e loft e ifo prò- 
blema , che la fua quadratura ; e la rettificazione del- 
la parabola dipende dai logaritmi come vedremo nel 
Capitolo feguente. Col mezzo dèlia rettificazione dell* 
Elilfe, e dell' Iperbola fi è coftruita la feguetite for* 
oiola 5 ed infinite altre , che a quefta fi riducono per 

via di foftituzioni , cioè '^ ^'^ -^ — , potendo ef* 
fere le /> ^ >jp > q pofitive ^ ficcome ancora la formo- 



\ 



la x*i/ X. tf-+-rx^ fé fia f numero intiero , ed r 
oltre eflfere intiero fia ancora difpari ; ed inoltre r e 
t fiano infieme o pofitivi, o negativi; lo fteflb dicali 

della formola . * 



4H-ÌX + CX»* x/H-^xH-Ax»* - 
quando per altro r, ed x fieno numeri difpari, e fia 
r-^f numero pofitivo ; niente fapendofi fin ora di 
quefta formola quando r+j fi^ zero ovvero negati- 
vo . Delle formole che fi coftràifcbno pofta la rettifi- 
cazione deir Elifle, e délP Iperbole anno trattato fpeì- 
cialmente il Conte Fagnani , Mac-Laarino , Alembert, 
ed il Conte Vincenzo Riccati; noi ci contentiamo di 
dare quefta notizia iftbrica , perchè non potrcflfimo ef- 
porre ciocché riguarda la coftruzione delle predette 
formole fenza oltrepaffare i limiti della brevità che ci 
Camo propofti nel prefente Compendio, Se fi vuole fi 

veda 
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veda il Capitolo 12 e xg del Libro i. T, a. delle no- 
flre Ifticuzioni Algebraicbe* 



CAPO XII. 

Itt cui Jf rijolvono alcuni Problemi fpettanti U quadrAtu^ 
ray e la rettificazione delle Curve ♦ 



cjfjf= y ed in cui è A B=:a y A Pz=zxy P Mz=y * 



I-- T>Roblenia primo , Si voglia quadrare la Cilfòidc 
Jt di Diocle A MK { Fig. z6 ) la cui equazione 

a — X 

La forinola della quadratura delle Curve per le cofc 
dette nel Capitolo 5. è Sjyrfx, foftituendo adun* 
que in quefta formala il valore di j ^ che nafce dall^ 

/x* d pe 
— g 

m X- X d X "^ 

r= f = alFarca.^ P M più ameno una co- 

^ a X — XX 

ftantedadeterminarfi. Per ritrovare la fommatoria pre- 
detta difpongafi il fiio ditìferenziale nella Tegnente maniera 

— 2. ^ ^ ^ 1 V trafcurato il —2, che a fuo 

2 y/ il X XX 

luogo (ara da noi confideratO) aggiungo e fattraggo dal* 

dx^ax — '^xx 

la predetta formola la quantità y oir» 



^ .V \/^ X — XX ^x-2xx. 'x 

de efla fia eguale — — — *— — H = — 

^ 2. y'^ix — XX" 
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- 3 
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dx J n X — xx^d x\/ a X — x x -f- 

2 ^ ». r 



il X Z X X » d X •*• 1 /•* 

— *• ; e perciò integrando farà 

2 y'/i X — XX 



X X dx , 7 



mxy/iix — xx——fdx^ a X — x x, 

2 Y^^ X— .-X X ^ 



la quantità algebraica diviene Mro pofta x 7;erO| la 
quantità trafcendente fi prenda tale , che fvanifca quan- 
do pure fia x = <>* Adcffo facciafi la moltiplicazione 
pel coefficiente negletto _. % , onde abbiati 

^^i:^, cioè V area ATU della Ciffoide. . 



/; 



^a X — X X 



z=.lfdx^ ax — XX — ax '^ ax — xx. Ora prodot» 
ta P M , fé fa bifogno ^ fino al circolo in N Tappia- 
mo eflcre f d x ^ ax — xx eguale all' area circo- 
lare AV H ^ la quale è eguale a zero , quando fia 

x = o, ed inoltre x^ ax — xx efprìmc il rettangolo 
J! r N ; dunque V area A VÌA della Ciflbide eguaglia 
la differenza fra tre fegmenti A PK e due rettangoli 
AP H. Pongafi X = -^ B = il 5 il femife^jmcnto APH 
diverrà un femicircolo, il rettangolo poi APM fva- 
lìirà ; adunque lo fpazio jfMJTJJ infinitamente lungo 
della CiiToide è triplo ^el fcmicircolo genitore • 

IL Problema fecondo. Rettificare la Curva del 
problema precedente . EflTcndor elemento dell' arco del- 

le Curve riferite airalTe y ax^^dy^^k in quefto in ve- 
ce di d y^ fi ponga il luo valore dato per x 9 che dail* 
equazione della Ciflbide ricavafi efiere 

(gaax 
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(^ a ax — 1 2axy + Axyx)dx^ 
7 rr-^ ^ > otterremo 

^dx-^dj^zz^ll i/±!-lIJL^ Facciafi ora 

2 j * 



4 — X 



K ^ — = *> donde nafcc x:=z — -2 — , e 

M—x a&2& — 3 ' ^ 

f 2 il ss ^ Zr 

ZZinir' P^'*^ ^"^^^ ^*^^" di X 5 e di iix 

nella formala fopraindicau , fi cangierà quefta nella 
fcgucnte =d%+ ^ = a d z + 

— — i . f — — =: — _ A> ed integrando farà 

^ V* — \/3 * + >/3/ 

Tr=T =^ *-*- a ' ^+ ^^ prefi ilo- 

T ' *-+-v^3 

Saritmi nella logiftica , in cui la foctangentc, ed il pro- 
tonumero iìa = j ^ e fofiituito in lucgo di % il Tuo va« 

lorc dato per x farà f^tUt — fi = 4 t/Sf^Hà^ 

H — J^ / ^^~=—z — y ^ >-^~ 4- -rf . Per de- 

^ V'4^ — 3^ + V'3'* — 3^ 
terminare la coftantc A; pongafi che V arco diventi 

nullo, quando fia xzno ; in tal c^fo avremo zarh 
"^Vl i V 4^ — V'3^ . ^ „ .^ ^_ .^ 

— r^ .* ' "' ■ ■ " ^ A =;:.^ i OlìaC A =5?-?!-' * 4 

V^4«^V^3^ 

X^m. II. p ~ 
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■ f /i /ini(i. Pertanto V arco AU della af- 



foide farà ^ l/JLlZlil + t^J. x 



III. Problema terzo. Sia una Curva AB ( Figy 
27) riferita al fuoco C di tal natura, che 9 chiamata 
Cbz=:ji e condotta a quefta V infinitamente vicina 
G b ) a cui da JB (ia calata normale Bm=:dz vaglia 

la feguente equazione dy y — z=idx\(i domanda la 

quadratura di quefta Curva • La formola generale deL- 
la quadratura delle Curve cosi riferite è per le c€fe 

dette nel Capitolo 5. A^! ; onde foftitucndo in 

J. 2 

vece di d x ^ il fuo valore dato per V equazione della 
Curva fi otterrà lÙf =1^1. \/2 = ÙjAj onde 



5 



I 



integrando farà / •?! — ^= — ^ +-4; e pofto che 

debba fvanire V arco AB^ quando fia j==/^> farà in 
tal cafo h-4 = o; onde Az:^ — • — j e perciò 

/ 
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rlLl offia 1' area ACB verrà efprefla pcr-^l---. 

I 

— ) la quale farà pofitiva quando Qz y> a , negati* 
va , quando j <: a ; fatta j =:o V area diventa^ 
. Se vogliafi togliere la j ) conviene dcfcrivcre 

col raggio CAzna il circolo AD^c chiamato Tar- 
co A D-zizz^iiz Ddz=:d7by Czik dxz=z^ ; dun- 

que — ^=: s ed integrando in maniera,- che pò* 

fta jf = ^ fia z = tf 3 farà z^ — z y^"flf == -^^ ; onde 






a\/ j = — =— > ed jr jf = — !- , e perciò 

' 4 . 

«^ — ; perchè quefia fommatoria cosi fvanifce pofta 



ftrzo . 



IV. Problema quarto . Rettificare la Curva del 
Frobiiema precedente . La formola generale della ret- 
tificazione delle Curve riferite al fuoco è/y'JxH-rf j% 
e comecché dall' Equazione della Curva fi ricav;i^ 

i x«= iti, farà /v'7:?+77= 7^7 y^^^ 



A. 

P z -H 



\ 



N 



t ■ «• 
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-^Arrz — ::z.- ^H-j^-l--^> « fatta fvanirc la Cerva 



q.uinidd uà j=/f) avremo da tal fuppofizione A:n 
•^jL. ^i; ofidé I* integrale completo farà -. 

V. Problema quinto • Rettificare la Parabola A C 
( Fi£. 28. ) feconda cubica 1 che à V equazione 
M^ K inj^ f poftc le coordinate ortogonali A B z:zxf 
BCzz y ; differenziando quella equazione avremo 

dx=:-^dj Y^ 5 onde y/TTF^^Tf^^ fatta la eoa» 

veniente ibftitvzione s farà -2 K 9 /i • if 4- 1— ; 

2/1 i ^ 9 



onde avremo CE :JK P: : ~ yq /i . jr + -ii — ; </ 7 : : 

J 2^1 ^ -^ 9 -^ 

J^ 9^*J 4- ^:2/ir, Ptl punto A fi conduca -rf Af 
* 9 

parallela alle ordinate » la quale fi produca in D fino 

a tanto che il D fia eguale -^ » Còl vertice D > col 

9 
diametro D M.» e col parametro =94 fi deferiva la 
parabola apolloniana D RP ^ Sarà qualu nque D Nt 

•^ ^-f-Jj c qualunque MP = rga.y -4- -1 4» ; 
9 l ^ •" 9 

dunque C £ : £ ^: : M P ; 2 /i ; e per confeguenza 

2 #«. 
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2*.CE = MP.EP^=MP.MK ; onde fommand* 
farà za, A G =: allo fpazio parabolico RAMP; ma 

qucfto fpazio ò eguale — DW.AfP— -— AD.AK^ 
dunque za. AC = — D M .UF^— AD.A7i;t 

per conCcsvenzz AC:=z Jl che 

? ^ 

dà la rettificazione deir Arcò AC. Se fi voglia ef- 

primere T arco yf C per y^ fi troverà 
^ ^ 9 7 •+- 4 a j/tìf • 9 7-4-4 -^ — S a 4 . 

to ritrovato fi farebbe fé fi folTe colle regole folite intc* 

mta la forroola — :? I^9^.j4-^» 

VI. Problema fefto » Rettificare la Parabola Apollonia*!^ 
«a la di cui equazione è a a fc^zy'^^Fig.ig.) ; differenaian^ 
ilo quefta equazione avremo a d nz^y dy ^ e perciò 

2oc^ zzii^ ; dunque T elemento dèir arco :^ 

4 ti 

%/rfjc*-t-^7* farà -J^ i/jj -h^ ^ > od integrando farà 

n /y/ ^ X* -+- /i jy^ = fdy^y.y-^a a; il che indica^ cha 
la rettificazione della parabola dipende dalla quadri^ 
tura deir Iperbola » Sia k parabola propofta FC 1 1 
la quale venga toccata nel vertice principale C dalla 

retta B M, in c ui preft C H r= j , farà fif^d^-^dy^ 

'^f^y^yy-^^i aita retta CH fia normale CAz^a^ 
€ col centro C e col vertice A fi deferiva V Iperbo* 

la 
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la equilatera E AK; dal punto H fi tiri H I ordina- 
ta alla Parabola , la quale fi pro duca fino all' Ipcrbo- 

Ja . in K,. farà C AKH =fd jy/jj/ 4-^ a ; dunque . 
d fJdx^'+' dy*=C A KH ; à2A che finalmente rl- 
<:avafi,.chc T arco CI della Parabola fia .eguale allo 
fpazio iperbolico CAKH divifo per la metà del pa- 
jametro ejuale ad a. 

VII. Problema fettimo . Sia la curva AMS ( Fig. 
^o, ) P Epicicloide fempliciffima di cui abbiamapar- 
iato ( nel Gap. ig.Lib. 3^ Tom. i. ) i> cui equazio- 
ne fra le coordinate ortogonali è 

jf.^H- ix*jf* + x4 =tf 

• * • «• ... 

4-8r»x 

fi cerca la quadratura e la rettificazione di quella Cut- 
vai. Chi voleife adoperare la predetta equazione' per 
fciogliere i Problemi propofti urterebbe in calcoli prò* 
iiifì e difficili a mandggiarfi ; onde conviene ricorrere 
all' induftria per vedere fé fia poflìbile di ricavare dal* 
le particolarità dì quefta Curva , un qualche elegante 
metodo per la quadratura 1 e rettificazione di lei • Ec- 
co quello che mi fi è prefentato dopo un poco di ri- 
lleffione. Quefta Curya..yicne fegnata dal punto M del 
circolo MIC 5 mentre fi aggira fopra il fuo eguale ^If; 
e fuppofto ) che il punto M coincida col punto A nel 
principio del moto, per A t C fi tiri P indefinita /^ ^; 
e dal punto A fi tirino alla curva i due raggi AM. 
Am infinitamente vicini e fi fcgni P archetto jM n, li 
congiiin|;ano in centri C , B colla CB i per JB ed Af 
fi tiri la £AfR; e fi .congiunga la /f K . Dovendo- eft 
fere Parco yfK = Al X farà RC:=zBRy onde RK 

(ara 
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farà normale a C K ^ e perciò farà tangente il circo- 
Io vi /C ; ed yf M t^rà parallela a C 2C ; ciò pofto fi 
chiami A M=,yyMn:=zdyy C ^ = r, R K=zz,, T an- 
golo RAM^ACB—^yCsLxkMAm^dCpi onde 

r:d(p::j :dy=z^^—^j e per confeguenza il triango- 

r 

N d oc 

letto MAm elemento deir area AMz=:^ farà 

*LL^i mk dCD confiderato come elemento dell' an* 
golo ACKj ovvero dell* arco ^Kjche gli è proporr 
zionale viene efpreflb per ; dunque 

yy^^ CzTÌL = M^^: ma abbiamo CB—AMi 

C B: :C A : C R y ed analiticamente 2 r — y : inir : 

%/ rr-i-ZtX, : dunque farà ^ :::z: r r + %z f e 

2r— j . 

rfx str li— J!! > fatte per tanto le foftitu* 

aiòni opportune nella formola ^ " • ■. ■» fi cangieri 

2/rr-H** 

^uefta nella fegucnte — '^^ ^^ r— % fimilc a quèlla^chc* 

2y^4r7— 77 
cfprime la quadratura della Ciflbide , di cui 'fi è trat- 
tato nel problema primo . Per la rettificazione fi tro^ 
......,.._ -^ y l'i il (ù^ 
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= l/dj^^ 21Ì2l^—ÌJ^Jly formola che ricc- 

ve integrazione algebraica cflcndo A-~~^ == 

>/4 '•— J 

8r — .j^^^rr — ry ; la fommatoria. è prcfa in manie- 
ra ) che cfla fvanifca pofta j =r o ; quando fia jr = 4r, 
allora la metà dell' Epicicloide fi ritrova eguale ad 
ÌTi è itutta la curva eguale lór^ 

VIIL A quello propofito giudico di non j>iccola 
utilità efporre come coFP ajuto deUa geometria deUi 
infinitefimi fi poffa giungere fpeditamente alla rettifi- 
cazione, ed alla quadratura di tutte le Epicicloidi! 
la quale fenza un tal Tuffidio porterebbe gran pena a* 
gli Analiitijil che farà comprendere il mctjtto di una 
tal. geometria) ed il modo di uf^tla opportunamente , 
e Colle dovute cautele Sia LMHX ÌFig. ìi ) 1' £• 
yìcicloide ^Qn^rata dal {uinto M del circolo K Jlf P, 
mentre effo fi xivòigc nrtorno il circolò immobilie 
GLR; nel principio della rivoluzione fuppongafi il 
punto H coincidere t:oI puntp X^ je jcòmpita la me« 
tà d* una rivoluzione il punto M Tenga m £> • Il cir- 
colo KMP {\ .promiiova per P archetto infinitefimo 
Jt ^1 e venga nella pofi^ione QKT iofioitament^ vi- 
cina alla prima.;, per if , e per i due contatti R ^ T 
fi tirino le rette^KP, A^Q^y e dal punto JW fi ti- 
rino le corde Af P ,M R;ficcome dal punto Nlecor# 
de N Q^.y KT^ e & producano Af K , H T fino che 
concorrano in H ; dal punto 'N indltre fi conduca la 
N R , la quale taglieri la j>eriferia dd cìrcolo QKf 
in h; per i{ fia ad NH parallela R^) ebe<-oncorra 
colla lineola M N in 0,c che fegheràia periferia dèi 
circolo predetto QH fin i % e z ; indi prolunghifi la 
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^^N fino. che concorra con MV in K e con RO pro- 
flotta in U) ed i punti P, ^ficno congiunti coir ar- 
chetto P i^dcfcritto nella rotazione . ElTendo 1' ar-» 
chetto K T inBnitefimo , fi confonderà colla lincola.» 
RT^ che rocca il cerchio QHT^ ntì punto T; on- 
de avremo 7iR: RT: KT:Kh ( per la j6. del lib. 
Ì. di Euclide].; ma K f<è infinitefima in riguardo ad 
:N; dunque Rh farà infinitefrma rispetto KTyt^^ 
perciò hh farà infinitefima wdell' >orditie fecóndo ; nel- 
la fteflfa maniera fi dimofìra eflere infinitefima del ic* 
condo ordine la U i ; gli archetti inoltre h T", ìT fo- 
no infinitefimi del primo ordine ; dunque per la teo- 
ria dei triangoli infinitefimi <e(poila nei ca^o 2. gli 
archetti i T^ h Tnon differiranno ^all^ archetto R T'i 
ed in confeguenza non differiranno lira loro fé non fie 
per qaamita infinitefime rìfpettive; nella Uefla maniera 
fi dimofira che P x fia infinitefima del fecondo ordi- 
ne , e che Q^ non differifca da Q^x fé non fé per 
una quantità mfinttefìma rifpettiva^ Óra è chiaro cbe^ 
cffcndo r arco JL R.= MR ed LT=:Kr^ fia Rf 
la .differenza dei due archi M R ^ NT; dunque R i j 
ed il fuo eguale ZH farà la differenza dei ^ue pre- 
detti archi; e perciò P arco Z j^faràcguale ad MP^ 
e la corda ZSl=i,M P; per eflcre poi T angolo N Qjf 
infinitcfimo ed y N jQ^retto.N i^^non diifeiirà da y Q^ 
fé non fé per una quantità Infinitefima dèi fecondo 
ordine ( per la "prop. 5 . del Capo 2. ) ; farà pertan- 
to Z y la differenza fra Z Q^M P ed N Q^ N M 
poi h r elemento della Curva £. M N ; la pofizione 
di quefto cleniìcnito non difBnifce dalla pofiziòne del- 
la retta KH^Qjpcx. tsSéxt ì* angolo. JCN M ^rnfinitefi*- 
iik> ) eifendoiiqéfto minore dell- angolo efterùa:P;ÌC Qj 
che cereamente è infinitefinK) ; dunque Zy che noi^ 
differifce da xl ÌH^ che per un' infinitefima quantitàirl^ 
Sba« IL Q^ fpci- 
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fpcttiva, non differii^ da NO, che pef una quantità 
rifpettivamcnte ihfinitcfima ; giacché u N ed N O dif- 
ferifcono fol tanto per una quantità infìnitefitna del 
terzo- órdii>c y per la 5» del Capo 2; farà perciò di- 
moftrato che fia N O la differenza delia corda N Q^ 
ch«e fi potrà avere per feno dell' angolo O J? N , oflis^ 
dell' angola K HT prefa per feno tutto K R ; V ele- 
mento poi M N della Curva può confonderfì col feno 
deir angola M R N^offia dell' angolo H -f- K l\ rprc- 
fe fimilmentc per feno tutto N K; giacché N M non 
diiFerifce dalla perpendicolare ad M K, che per V an* 

folo infinitcfimo HM P ; ma trattandofi di angoli in- 
nitefimi fappiamo ^ché i feni fi confondono cogli ar- 
chi , che li roifurano; onde eflendo gli archi proporzio- 
nali agli angoli faranno i feni MN, NO come gli an- 
goU H^RHTy ed RNT.e perciò MN— NOrr 
MO :OH:: H :RHT; facilmente poi fi dimoftr^^ 
H=P2CjQ^per effere nel quadrilatero KMHH gli 
angoli in M ed N retti ; dunque MO : O H ::P K Q^ 
RHT. Nel triàngolo />*:N abbiamo i lati PKyPis. 
finiti, il lato KH infinit«?fimor ed infinltefimo ancjra 
V angolo PJCN, onde 1' angolo KPH farà infinite- 
fimo del fecondo ordine; e perciò V angolo ellcrna 
QJIP non differirà dalP interno QRPy c**^ P^^^ ^• 
na quantità infinitefima rlfpettiva ; umilmente nel tri- 
angolo PHX. eflendo i lati NP, NX finiti, e PX 
inhnitefimo idei fecondo ordine, farà 1* ango^o PHX 
infinitcfimo del fecondo ordine per le cole dette nel 
Capo 2; dunque V angolo QNX non diiferirà dall' 
angelo QJiP, ed in confegucnza da ^KP, che per 
una quantità infinitefima dclP ordine fecondo ; farà 
per unto MO : O N : : Qjl X : RH T, cioè come IV 
archetto QJL air archetto Th; oflìa come PQ^^^à 
^T^ ovvero AQjATi e compowodo farà l* clcr 

mcor^ 
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1 

Hiento MN della CiwrvaadNO demento della corda 
N.O come QJ^: G A^ cioè come la fomma dei dia- 
metn dei circoli mobile j ed immobile al raggio de! 
circolo immc^ilc ; la quale ragione è coftante per tut- 
ti gli elementi della Curva, e della corda; dùnqueJ 
fommando tutti gli elementi della Curva e della cor- 
-da farà la Curva DN alla corda Q^ nella ragione 
anzidetta. Si fuppone cominciare 1* arco dal punto 
D in cui la corda QJi diventa zero. Nel punto L 
la corda ON diventa ^T eguale al dianwtro; dunque 
r arco dclP Epicicloide defcritto in una me^za rivo- 
luzione farà al diametro del circolo rotante , come la 
fomma dei diametri dei due cerchi al raggio del cirr 
colo immobile , e T arco dell' Epicicloide defcritto in 
una intiera rivoluzione farà al diametro dei circolo 
rotante, come il doppio della fomma dei diametri dei 
due circoli al raggio del circolo immobile* Se i cir- 
coli fono eguali' farà V Epicicloide ottupla del diame- 
tro dei predetti circoli come fopra abbiamo trovato al 
lu 7.. Se il circolo immobile abbia il raggio infinito 1 
ed ia confeguenza la di lui periferia fi converta in^ 
una linea tetta ^ allora il diametro del circolo rotan- 
te diventa nullo, e perciò farà V arco D Af Ldella ci- 
cloide ordinaria duplo del diametro «del circolo rotan- 
te > e tutta la cicloide farà di eflb diametro quadrupla, 
IX. Veniamo alla quadratura delle Epicicloidi» 
Egli è cofa chiara, che il quadrilatero MKT'Nfià T 
elemento dello fpazio N L f, (iccome del fegmento 
NzhTlo è il trilineo li N f, ovvero KH% ovvero 
O K N , giacché quefti trilinei non <iiiFerifcono fra lò- 
iro fé non fé per quantità' Infinitefime rifpettive , co^ 
ne facilmente fi raccoglie dalle cofe dette nel nume- 
io precedente; dunque V elemento dell' area XKI* 

all' eìemcoco del fegmento N R f acme il triangolo 

età UKK 
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M R N 4-0 R K , cioè come MN4- N O ad N O > 
offia come QjG-^GA z, G A (num. precedente) /dun- 
que fommand»' tutti gli elementi farà 1' area LHT 
al fegmenta HZTy come QJ^-irG A z. GA. V a* 
rea u fa Incominciare dal punto L dove il (egmento 
è nullo,, compita una rotazione il Tegmento del cir- 
colo diviene eguale allo ftelTa circolo* rotante; dun» 
que in quefto cafo lo fpazio comprefo fra T Epicicloi» 
de ed il circola immobile farà al circolo rotante co«^ 
me QJJ^G AvG ^., Se i circoli fono eguali farà il 
predetto fpazio quintuplo d' uno dei circoli y e tutto 
Io fpazio chiufo dall' Epicicloide farà feliuplo dello 
ftcifo circolo; fé il dianietro del circolo immoòile fia 
infinito farà lo fpa^io della cicloide triplo del circola 
genitore ^ 
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Si rìfilvono 4lcuni Problemi /penanti la eubafura dei 

Jolidi y e la campianaztione delle faperficie ^ent* 

rate- HelU rotazione delle Curve ^ 

].. T)Hr cubatura, di fblido altro qui non intendiamo 
Il fé non fé la determinazione di un parallelepi» 
pedo eguale aUa capacità di detto folido ; ficcomc^ 
per compianazipne di fuperficie altro qui non fi in-» 
tende y che la determinazione di un rettangolo , che 
venga da^detta fuperficie eguagliato» Sia(F.g2) la Cur- 
va ADy le cut coordinate ortogonali fieno A£=z x ^ 
B Dz=iy ; e fuppongafi ruotare il piano A B D ii>- 
torno l'' alfe AB; fi cerca la formrola^che efprima U 
iblidó generato dalla fuperficie A BD. Si accrefcaj^ 
JtB per r cleffltfCa infiniceiifflo JSb=3^x>cdalpua^ 
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to (i b conduca V ordinata b d iofinitamente vicina 
BD ; e fia Dm parallela a £ b » Egli è cofa chiara*, 
che il folido, il quale nafce dalla rotazione della fu*» 
perficie infinitefìraa £ D d b fia 1' elemento del folido 
genercTto dalla rotazione dello fpazio AD B ; ma il 
folido generato dalla fuperficie BDdb non difFerifce 
fé non fé per una quantità, infinitefima rifpettivamen* 
te al folido, che genera il rettangolo DBhmy che 
è un cilindro , il quale à per bafe il circolo del rag- 
gio- £ D, e per altezza la B b; dunque, queffo cilindret* 
toè Telcmento del folido generato dalla fuperficie ifBD. 
Per esprimere analiticamente quello cilindretto infi^ 
nitefimo % r:f difegni la ragione del raggio alla pe* 

liferia del circolo ; fc facciad r : j : : t : -^ % farà ^ 

» r 

la circonferenza defcritta dal punto D » T* area poi 
circolare è tL, j onde il cilindretto^ che e relcmen- 

to infinitefima del iblido generato dalK area ABB f^ 

» 

farà tl^ .Bbzsz —%y^Ì9ci^ per confeguenza — 

5yix^.<arà la fbrmola che efprime il folido genera- 
to dail*^ area if JS D . Se condilcaiifi AC^ DC j»arlK 
lelc ad /TB, BD, ritenute le ftcffe denominazioni , 
il dimoftrerà nella fteffa maniera , che il folido gene- 
rato dalla rotazione dell' area ADC intorno T aflc: 

AC fizJL Sx^dy ^ 

zr ^.- ■ - . '. '\ 

II. Veniamp alla àfpììczzibxìit di quelle fòrrBole^ 
Sia A D una linea retta ^ che feght V ziXc AB in A^ 
eoa cui faccia un angolo > che chiama /ut r Per deter- 

mi- 
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narc ) il cono dcfcritto dal triangolo rettangolo A D B^ 

S e , %JL 

fi noti che CcfiiScf^ :: x : y; dunquejf = -?; — ^ . x ; e 
perciò il cono defcritto dalia rotazione intomo A fi 

farà Ì-s!fI^.x>^x= ^^ .firrl-. 

Cc,jui ir. Ce. fi. * 

-^ . Nella ftefla maniera fi ditnoftra , che il cono 
3 
defcritto dal triangolo AD C rotato intorno T aiTo 

^ C fia — . — ; dunque il primo cono al fecondo 

farà come y : y y cioè come S e . (jl: C e . [x . Se A D 
fia la parabola dell* eguazione a x zny* , farà il fo* 
lido generato dallo ^^azio ADE mtorno A B=: 

Ì^Sy^dx = JLsaxdx = JL.—. Similmente il 
"Z r zr zr 2 

folido generato dallo fpazio AD C intorno CA =: 

zr zr a* zc %at^ zr % 

Adunque il primo folido fta al fecondo come jL : jL ; 

* S 

ie dove y è eguale a 1— i folidi ancMa fi eguagliano. 

z • 

Sia r Tperbola equilatera M C/Kj^F.gj) fra gli afintoti 
AM^AKy in cui pofto AFz=:FG:=zay fia aa=:xy^ 
e perciò il folido generato dall' area G FBD raoutai 

UCoroo r aflc AB^ che à eguale aJ^ Syyd^^ faxa 
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-^ S = — . A , in quefto cafo è Mcef- 

2 r X X 2 r X - 

p A 
fario aggiungere la coftante ^ — % la quale fi deternsi* 

na nella maniera Tegnente : Aipponiamo che il fblido 
fia nullo , quando (ia x = /i ; dunque farà A= a^ ^ e 
perci ò,!' cipr eflionc indeterminata del noftro folìdo è 

P A^ p X— *4 

-^- ^^ = — . A^ . . Da quefta formolo^ 

2 r X 2 r X ^ 

il raccoglie > che fé le afciiTe crefcano in ragion arit- 
metica > in maniera che fieno a y la ^ i a^ 4/1)54 

ce. y i folidt corrìfpondenti faranno^— moltiplicato 

2 . . 

pero* — * — y -^5 — ec. Pofta x infinita , — ...^ 

^345 ^ 

diventa zero ; onde il iblido benché infinitamente^ 

longo farà = L — , cioè eguale al cilindrò generato 

nella fiefla rotazione dal rettangolo APGC. Se Ciz 
9c <a lì (blidó è negativo, il quale diventa infinita 
pofto x-=o. Sia il quadrante ellitico G D F Ày(^Ft£^ 
34 ) il cui alle maggiore A F fia z= /; , il minore ' 
AG=zb, AB = CD fiA = x , B D:=zACz=zy. A- 
vr^n^ per V equazione dell* Elliff* jjrz*!^— , 

k If if X 

-*; e perciò il folido generato dalla rotazione 
intorno A F , che è — sy i/x, diverrà JL >c 

«••«X— — — — = ^,*^X i WìtOL* 
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xs=« farà il fojido generato del quadrante ^ . 

-Li—l . Il folido poi nato dalla rotazione intorno ad 

•3. 
Jl 6j che viene elpreflb per — S x x rf j , farà = 



ir 



t» j = * , farà il folido generato ^Jal quadrante in. 
^ torno za AGz=:l-. ìllz ^ Dunque il foRdo gene- 

rato dal quadrante intorno ^ F ftà al folido generato 
4al quadrante intorno zA AG come i» : « , cioè in ra- 

Sione reciproca degli affi . Se fia azzzb^ onde il qua- 
rante ellitico divenga xlrcolare farà 1* emmisfero ge- 
nerato = -L . Ufi; e fc pqngafi 4 = r farà r em- 

■mlsfero = Lll , e tutta la sfera = ■■ ^* , cioè e- 

; 3 3 . 

guale al- parallelepipedo) che abbia per bafc il qua- 
drato del raggio , e per altezza Jue terzi della peri- 
feria . . 

m. Paflìamo alle ruperlicle, che fi generano nel- 
la rotaiione delle Curve. Si roti la Curva A D in- 
torno 1* alfe AB yù «biamino .1« A K=xvle SjD?=:j» 
fi cerca la fuperficie generata nella rotazione « Condu. 
cafi bd irtfinitamente vicina a BX),< là «orda Jiiimifta 
D d , la quale prodotta, incontri U^AB in P^X-^^^ 
3<. ) La zonula- conica generata daHa retta Ud è 
aninore ddl» lupetficie gédeiau dall' archetto d pez 

una 
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una Quantità riipettìvamente a loro infinitefima ; dun- 
que la Superficie generata dalla lineala X> d è T ele- 
mento della fuperficie generata dalla Curva AD ^ 
Per erprimerc analiticamente <]uefto elemento fi chia* 
mi A D =:s^ D ^:=z d s y D P= /; dunque farà 
PDd=i+^Xj la circonferenza del circolo de- 

fcritta col raggio B D k = — ♦ j , quella 4c* 
fcrltta col Ta|;gìo bd2 :^^^* j-^dj i inoltro 

T 

è facile ad Intendere ^ clie la fuperficie 4d Co^ 
1ÌO retto fia eguale ad un triangolo , che abbia^ 
per altezza il }ato del Cono e per bafe la periferia 
del circolo che è bafe del cono Aeflb^ <iunque la fu* 

perfide conica 4efcritta dalla Tetta PDd ì =: -^^ « 
t'^dt.y-\-4j=: ^L.^ ty ~\- tdj -i-j d t^d s dj ^ 

-p 

< la fuperficie defcritu 4a F D è = — . ^j ; e tolu 

tjuefta dalla prima farà la zonula conica defcritta da 
D d I cioi r elemento della fupedicie generata alalia 

Curva ADznl^^ tày-^-jd s ^ d sÀy z:z^. 
zr ^ ' ^ * ^ ^f 

tdy-^yds; giacché drdyh infinitefimo tifpettìira^ 
anente agli altri termini^ Ma tiy: :ds:dy ^c perei* 

» i/jf=yij; dunque il noftroclanctrtafacàm—^ "y dì^ 

f 

Kella l^eflk maniera fi ritroraT elemento della fuper« 
fiele generata dalla curva AD locanda intorno ad 

5^»^ lU R AC 
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A C =: J^xd f K \ 

r 

IV. Sx2L AD H ^ ^^-g^- ) un quadrante dì cir- 
colo , il quale ruoti intorno il raggio K Azizr^G cer- 
ca la fuperficic generata dal quadrante. SI chiami 
AB zz X i BDznj y farà la fuperficie generata dal pez- 

lo di quadrante AD =:I^ Sj ds pel numero pre- 
cedente ; ma per U natura del circolo è r:j.::ds: 
ix; e perciò i/=:I— f ; dunque farà -^ Syds z=z 

^!^Srdx=ipxz=z-^.2rx=: S^. AD , cioè egua^i^ 

le ad un circolo che à per raggio la corda AD;Tioa 
fi aggiunge la coftante , perchè la fuperficie diventai» 
nulla, quando fìa xzzio. Quando (ia x=r) nafcerà 
r emisfero, la di cui fuperficie farànrp r, cioè egua-* 
le al (loppio del circolo del raggio = r ; tutta la fu* 

{^erficie poi della sfera è quadrupla dello fteflb circot» 
Q • Si voglia ora la fuperficie generata da) quadran- 
te ^ D H ruotato intorno la tangente A C . Pel nu- 
mero precedente farà la fuperficie generata in quefla 

rotazione da A D zx^Sxds; ma per la natura det 

r 

circolo abbiamo rir^-^x ::ds:dy ^ cioè f dy=:r d s 
^^xdsy e per confeguenza x rf / = r i/ / — rrfj; dun- 
que farà Asxrfx= 2- s7dT^rTy = fs^fy^t 
r ' r 

pofta / s -^ , nel qual cafo y diventa =; r , farà ìx, 

■ 4 . 
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P P 

filperficic generata dal quadrante = ~ — i- f ; fc fac* 

elafi / = — 5 nel qual cafo y diviene zero y farà la 
fuperficie generata dalla metà della circonferenza^ 
z=iLL^ e quella generata da tutta la periferia =:pf^ 

2 

Sia FD (Fijf. J7. ) quella Curva che fi chiama trat- 
toria I la di CUI equazione 9 benché non fia data al- 
gebraicamente fra le coordinate A Bz=z x ^ UE =:y ', 
i data per altro trafcendentemente » involvendo y 
difFercnzi^n delle fluenti x , j ; abbiamo in quefta Cur- 

va 3^ ^ dx dx^dy d'y = — a dy ^ a difegna la retta 
F A; e chiamato di V elemento della Curva rr 

Sf d xdx-\-dy dy^ farà y is:=z — ady ed integrane 
o Sydf:=A — gyi il principio della fommatoria fi 
pjrenda dove y diventa :=z a y. farà oz=: A — a a; ed 
Azrzaa; onde avremo Sy dszzzaa — ay . Or effen- 
do la formola della fìiper£cie del foKdo nato nella ro* 
tazlone delle Curve intorno la linea delle afcifT^ 

zmJL^Sjds ( num. 3. ); dunque nel cafo farà la fu* 

perfide generata dall' arco FD ruotando intorno ad 
VAz=. JL Sydt:=z — . ad — ay ^ Ma ti efprimc 

la periferia del circolo del raggio =«i ed a — jf fi 
trova eguale ad FC ; dunque la fuperficie dcfc-rit- 
tx dall' arco FD è eguale ad un rettangolo -, che 
k per bafe la periferia del circolo del raggiò fA 1 
t per altezza CF; ónde la fuperficie infniita ge- 
nerata dalla Curva FDG iofiniu ruotando intorno 

Ha ad 



«- 
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^à AB h eguale ad un rettangolo che àUfopraddct- 
ta bafe}. e V altezza aguale ad Fif. L'equazione dcU 

U logaritmica è rf x =: — — i ; prcfa T ordinata^ 

¥ A^nc (T cerchi la fuperficie dell* arco PD rotato 
intornò P afintoto A G . Dall' equazione della Curva 

fi ritrova ds=:— -^ y^c c-j^jy ì dunque la fuperft* 

J 

eie ricercata y che è =: — Sjf ^/> farà =: il Sf— i/^ 
%/ cf-^yy + A^ Per integrare quefta formola faccio 



^c c-+^jj=jr+'*a da cui ricavo jf=: — , ^ 

Jy=i-^ ■ 4j6 > j4-&= ■ ; ondev 

foftituendo farà — dy \/c c-f-j y = . ■ d %k 

4 z»* 

e fommando avremo 5 — dy\/ e c^yy = -^ Hr 

Z 8 8»^ 2^ 2 



Jv/f ^4-jrj 



l^ €c 4- j jf — jr — il ^^L:L ^A. Per determi- 
nare la cpftante A fi (upponga fvanire P arco quan*» 

do fia jf = r > avremo in tal fuppofizione — x 

a 
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— l J xc e — Cy c4 in confeg^uenza farà la fupcr- 

z 

fide generata dall* arco FD nella rivoluzione intoma 

ad AB=.JL K 

r 



2 Z 

Y. Per confideràre aneora le Curve riferite al fno* 
co fia la Curva AD (Fig^. 38.) riferita al fuoco F, 
la quale ruoti intorno 1^ afle A F, che pafla dal pun* 
to F ; fi cerca il Iblida generata nella"totazione dell** 
area AFD^ Si conduca F d che faccia un angolo in* 
finitefimo con FI>; e fuppongad la rotazione (atta pet 
un angolo infinitefimo> in maniera che il punto D de* 
feriva il minima arco D p » Il fblida generata dallo 
ipazia FDd è una piramide 1, il cui vertice è F, la: 
t)are poi è il rettangola generata da D d» che à per 
bafe p d e per altezza r arca minimo D p ; quefta 
piramide è doppia di quella ^ che à il vertice F, e pet 
bafe la metà del rettangola generata da D d ; ma qne^ 
fta piramide è la terza parte del prodotta deir area 
F D d nell*^ arca D p ; dunque la piramide defcrìtta^ 
dair area FDd è eguale a due terze parti del prò* 
dotta deir area FDd ncll* arca Dp; dunque inte* 
grando. farà il folida generata neir intera rivoluziofie 
dal triangolo infioitefimo F D d ^ eguale a due terze 
parti del prodotto della ft;;ira area FD d nella circon» 
ferenza del circolo defcìrlcta dal punta Obliquai f(»- 
lido. è chiaro che fia r eleoien^ dek £>tido gencmcr 
dair area AOF. Per travare 1* elpreflione di auefta 
.elemento analiticamente > fi conduca B D normale aR^ 
9Scx e centra P nggia FD & deferiva T arce mini^ 

m^ 
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RIO dr. Si chiami WD=j, Axzndx^ V arco IL 
defcritto col raggio Fi=r fi chiami ^, il fuo de- 

iBcnto Li farà d^i^ avremo ancora BD=. — ^«jj 
e 1' area FDAzzl"^ . Per ritrovare la circonFcren- 

2 

ia defcritta dal punto D, fi faccia r:^: : B D =3 

— 'Jt •y : ? — — -. y y quella farà la circonferenza ri- 
r rr 

cercata . Dunque V elemento del folido iti queftìoae 

Sy.y . ' 'i' . ■ • In quefta fbrmola fi ritrovano tre 
r 

variabili pf j fx^ dx^lc quali facilmente iì xiducono a 
due eliminando dx-, imperciocché abbiamo r:dfi,:: 

N d IL 

y:dx:rzi j dunque la formola del foKdo potrà 

T 

- r - f cf . d uS CU, p „ ' dCc.yL 
cangiarfi m s^Sj^^ — \ — =J1 S— r^ r^: 

*" . 3 '^ ^r ir r ^ 

giacché ' — ±= — dCc.UL^ 

VI. Sia per efcmpio ADII circolo, il cui raggio F A 
fia = r) farà j = rj dunque il -folido generato dal fet^ 

toTC FAD farà = A., r^ — r* C e . u . La coftantc fi 

è deceiminata in maniera, che pofto C e . fiz=Lr , ri folido 
diventi nullo ^ ma r — Cefi é aguale al feno v4tt(o 

ABI dunque lo hd£o iblido farà = -^-^ — - ; qu»»- 

do fia C e .M =S— y, allo» fi ottiene T cfprtffiome di 

tue- 
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tatta k sfera = , come fopra n. 2. abbiamo ?e- 

3 
duto . Sia j =: M C r . )x la quale equazione appartie» 

ne al cerchio > che à per raggio — , pofto il fuoco 

2 

nella circonferenza y imperciocché condotta la corda 
jfD^ fé r angolo ADF è retto ^ (zriir :C e .(jl:; 
F Az=:ffifr :y y e perciò y:=zmCc . jx. Differenziando 

faràÌ2=rfCc.u. Dunque il folidoÌL S— ^^'ÌI.s: 

— • "^"^ ■ ; fi è aggiunta la coftante in maniera. 

che renda nullo il folido 5 fé fia ^=:Mr; onde fatta 

y zizoli avrà la sfera ;:s-i- . — — z=-:i (—1 • 

gr 4 jr \ 2 / 

Sia la fplrale di Archimede la quale fi deicrive dal pun- 
to D, che (F. 39.) cammina con moto equabile fopra F/^ 
mentre quefto fi rivolge pure con moto equabile pel 
quadrante 1 B. Condotta qualunque FD L fi cerca H 
folido generato dallo fpazio FD , che fi conàene fta 
la Curva, e la corda- Chiamato il raggio ÌF=.ry e 
il quadrante IB=iq y e ritenute le fteffe denomi- 
nazioni di fopra fi avrà V equazione della fpiralc 

r 
y =: — .fA; imperciocché farà lo fpazio 'DFzny per- 

corfo dal punto D ali* arco I Lz=:fi percorfo nello ftcf» 
fo tempo , come l F:IB: :r: q^ fofticuito qucfto vaio* 

xe nafcerà la forroola del folido =~ S . 

sa 
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sa integrare per le cofe dette nel Capitolo io. 

VIL Kimane foltanto a parlare delle fupexficie de« 
fcritte nella rotazione delle CurTC riferite al fuoco . La 
Curva (F.28.) ii D riferita al fuoco Fruoti intomo l* af- 
fé AF^ cne pafla pel fuoco F. Egli è chiaro^ che 1* 
elemento JDd^ tidla rotazione minima ^ genera un ret- 
tangòlettO) la cui bafe è Dd, l'altezza è l'arco mi- 
nimo defcritto dal punto D; dunque integrando fup- 
pofta rodante X) d ) farà la zona defcritta da ^ucfto 
«elemento .eguale al rettangolo di D d «dia xirconfe* 
Tenia sdéTcìéitta dal jpunto Dj ma abbiamo r ^f j : B Dziz^ 

rSc-fX . Wf/JLii; dunque Ll£iliÌfaiàla4:ircott- 

Tcrenza ilefcritta dal, punto D , la Bd poi h =: 
^ dx d^f^dy dj\ dunque la zona defcritta da D a 

faci =tl£lÌÌf . i/dxd^+djdyj ma i ^x = 

miJL , dunque la fteflfa zona lì troverà = I^ — r—X^ 
yj*^/x*Tf-r*^y, .ed integrando farà la fuperfioiegc- 



;iierata da il D = Ij- Sj Ss .fi ;^y dix^^r^dy^ 

Vili. *Sra St D il circolo ^defcritto centro F, e col 
:raggH> FD=zr^ farà j = r ; dunque la fupexficie gc- 

ftietata aaìla Curva il I> farà =:^ S // /x S r . jx j ma 

JfiSc.li =— ri Ce . 7* . Hanque U à fteffa fuperficlc farà 
■ = » 5—4 C<r.u = p.r-.C ir. /m, Sì aggiunge laco- 
ftante i» moda , xhe fatto Cc.fi^rU «"peffice di- 
venti nulla; e «omecchè r— Cr.f* eguagliali feno 
wctCoJlBi ouindi ljifupcrficic:gencraiadaU*«rco-rfD 

«gua* 
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«uaglicrà il rettangolo di tutta ia circonferenza nel 
fcno verfo AB. Sia la Curva PDB (Fig. 40.) che 
à per equazione j = Sc.|ix; pofto T angolo IFD 
zzzfx^ cà fO=:j:4ifF(irenziando farà iy=ziSc.iJ.z=i 

tìt llii; dunque la fuperficie generata dall' arco 

• r ^ 

^ — . — ft / zirr~!i!zi» 



/-J- — 1— ; la quale integrata ^x le cofc dette 



r r 



nel Capìtolo io, fi trova eguale -i- . J- ^ ^ ; 

quella fommatoria è prefa in modo.» che divenga nul* 
la quando iìa fjLzzzQ.. 



CAPO XIV. 

Ih cui Ji rifel'Vono alcuni Problemi invera di quei 

idei Capi precedenti . 

I. "pRoblethà primo. Si cerca uìia Curva BC(F^» 
JL. 41. ) Hferita alle corfrdin^e ortogonali if £, 
JEC^in CUI 1' area ABC E eguagli il rettangolo del- 
la Cutva B C in una retta data == a • Chiamata A B 
z=zpe ^ E C zgjf , t iafcerà àbito V fequazioneSj rfxr:: 

4t S%/d:<^^dj*; offia ^ dx r= ayfJx^ -H ày^ ; iiLr 
quefta equazione fé ^ongafi ^ =:a>éd in confeguen^a 
Jy=:o Mrrcmo adx^izadx f la quale identità di- 
moftra I che alla noftra equazione foddisfaccia V e- 
quazionc y^siz * j ed in fatti tagliata A B:=: 4, e con- 
"^r^t IL S dot- 
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dotta B F parallela za AE^ quefta linea B F avrà la 
condizione ricercata nel problema , cioè farà a.B¥=. 
air area A B¥ E . Si alzi ora a quadrato V cquaz^io- 

ne differenziale ifdK:::^a^dx^'^ dy^^ onde G^y?d x!^ 

U d'i 

:=za^d X* + d^ dy* , farà. d\=: ^ - , ed inte- 

u d y- ' 

grando avremo x*4-^=:5 — . Per coftruire 

la Curva a. cui compete quefta. equazione differenzia^ 

le, fi ponga ^ y y — uà =: y -^^ z ; avrema ^ 

— /r^ — zz , , zZ'-^aa^ 

=J5 ed jf + » = Vjj — ^/i = 



z z *i < » ^^ 



. dzxzz — a a , adr gdz 
^Cdy:=z — ; onde ^ = — 3 

.^ ^ ady , ^ , , ^ 

c perciò S • — =^L a =1— I^ 7 7 —d d — j, 

prefo il logaricma nella, logiftic a che p er fottange,nte: 

abbia d\ onde A^xzzL—^L^yy — ad — y farà l* 
equazione della, noftra. Curva la termini finiti : adun« 
que fé fi deferiva una Curva, le cui afcifle fiena 

z= — I. y/jj — ad — y piÙL o meno una coftante y le 
ordinate fieno le j > quefta Curva farà, la ricercata , a. 

cui compete T equazione di^erenziale/^x =: ■. ' ^ - > 

IL Problema, feconda . Ritrovare la linea A B ri- 
ferita al fuoco C , in cui V area C A B ( Fij. 4^* ì 
fia eguale al rettangola della, linea A B nciU retta-*. 

Condotta, la Cb infinitamente proffia» i C B e 



•t^ 
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cèntro Cdefcritto il minimo arco J5 ra, fi ponga C B =:j| 
B m=:d X : dunque per condizione del Problema farà 

y ds z:za^ d^^dy^'^ qui ancora pofta jf = ^ fi ve- 
rifica r equazione; per confeguexì2a il circolo deferir* 
to col raggio C j1=a è dotato della condizióne ricerca* 
ta • Per vedere fc oltre il circolo vi fiano altre linee 
che foddisfacciano alla fopraindìcata equazione^ fi ri* 

duca quefta a i? x= ^ — , la quale non fappia* 

y/yy^jia 
mo ancora fé fia algebraica o trafcendcnte ; per ico- 
prire ciò defcritto il circolo col raggio C -4 = 4 > fi 
chiami V arco AD=ifXi e Ddz=^fx- Eflendoj :^x 

::a:dfjL; e perciò dxz:::^ — ^, fatta la foftituzionc 

■A u d y 

iieir equazione diverrà eflà /? /a = — - — ; onde 

ti u d'i /• ^ 

H = ^ — ; quella fommatoria clpi^ime un ar- 

co circolare il cui raggio fiz z=za y e ìz fegante = y; 

dunque V arco fizziAD^ che à per raggio ^ 5 avrà per 

fegante yzz CB ; ma CB non può eflere fegante , fc 

A B non fia linea retta ; dunque oltre il circ3lo hav- 

vi la fola linea retta dotata della proprietà , che lo 

C A 
fpazio CAB eguagli il rettangolo di j* JB in * 

III. Trol)leina terzo . VogTiafi la Curva -riferita al- 
le coordinate ortogonali , la di cui area iia data per 
la fola afcifia^ 'Quefta Curva è fempre algebraica , fé 
ia funzione dell' aìciffa ^ per cui fi dà^ o fia algebraica, 
o involva un folo fejgno fommatorio , che comprenda 
tutta la quantità in maniera , che la differenza di eifa 

S z fun- 




fiinw 
efleic 

ydxzziLFdx^ fatta 1* dlvlfiojw per /x feràj^rxPe^- 
^nazione algebraica . Pon|;2fi per efempioP = x**^ de- 
notando m qualunque nutnero pofitivo) o- iiegativo> 
avremo yz^x"^ equazione che efpume tutte le Para- 
bole , ed. Iperbole . Sia A EB ( Fif . 43% ) un fémi. 
circolo fi cerca la Curva ^ZM, la di cui area^/I> 
eguagli il fegmento di circolo , cliiufò fra P arca, e- 
la fua corda AE,. Si chiami AD =:x, D I=J > fa- 
rà il fcgment» =:S^^-==== i dunque jr rf x=: 

ay'ir — X 

. rdx\/x' . \ r%/x, • i o* . 
— ^ — ; dunque j^sr ^ , cioè oj j r — 

a y/ 2 r — X ly/ir — X 

àfyyy = rrx, la quale equazione esprime una Cut- 
va di terzo grado. 3 che comincia in if, fega il femi* 

circolo rn E dove aBbiàino if C=:5l. oflia divide il 

z 

'^SS^o CJB fn dfìie parti eguali in G^ indi ff accoftà-# 
all' afintoto £ M^ In* quefta Curva adunque abbiamo 
Io fpazio AID eguale al fcEmènto circolare' AE; 
onde la fparia iiimiitamente' lungo it FM\B chiuA> fra 
li Curva e V afintoto farà eguale al femicircolo; e 
tolta là porzione comune AF B iarà< lo fpazio infini- 
tamente lungo F M B cgtrale allo {pazia-4^£F/-^com- 
prcfo fra V arco A E¥ del circola y e P arca AIF 
della Curva ; ma quella ^azio è eguale al triangolo 
jf.TG per eflcr il fegmenca jf£f eguale allo ipazio- 
AI F G ; dunque lo fpazio infinitamente lungo £ FAf 
è eguale al triangolo AS C. 

IV» Problcoui quuto « Si voglia, una CurvA ATy 
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la di cui area AID (F.44) (ia eguale al fegmento iperboli- 
co ^£ chiufo fra la Curva > e la corda • L* Iperbola fi 
fuppone equilatera , che i, per alfe trafverfo A 2 A=^ r, 
e perciò chiamata ADzzzx^ un tal fegmento fi trova 

eguale a S ^ ^ - ; dunque avremo V equaz icmc 

, rdx%/x 3 r\/x . 

jd X = 1- — : onde jr= 1 »ed rrx::::! 

2^2r-4-x 2'v/2r-hAC 

8jyj^4^4vyj^>' q^cfta equazione fimilmentc appar- 
tiene ad una Curva di terzo grado ) la qual curva ^ 

tagliata C H z=: C K :=z — , e condotte H M , 

K 1 M parallele al primo alfe > parte da A ^ e (L 
accofta alP afintoto HM, ed è dotata inoltre di un 
altro ramo 9 i di cui afintoti fono 1 AH , K 2 M . In 
quefta Curva lo fpazio AID eguaglia il fegmento A E, 
aggiunto pertanto il trilineo AIE chiufo fra la cor- 
da AEy la retta lE, e la curva Aly nafce lo fpa*- 
zio chiufo dalF arco AE^ dall' arco ^ I > e dalla ret- 
ta IJS eguale al triangolo rettilineo AED » In quan- - 
fo poi aU' altro ramo condotta qualunque A zE air 
Iperbola 9 ed a queffa condotta V ordinata zEiD^ 
che feghi la Curva in 2 1 > farà il fettore iperbolico 
AzE zA eguale allo Ipazìo infinitamente lungo N 2 -4^ 
a Dzl. Avvertati che la Curva a due altri rami fi- 
Olili eguali ad AM^ e a2l2M dalla parte delle ordi- 
nate negative > perchè il valore di jf nelr equazione 
è fempre doppio • 

V. Problema quinto • Cercafi la Curva , la quale 
luotata intorno i' affé delle afcifle, nafca uil folido da- 

P 
to per una funzione dell' afcifle moltiplicata in — f 

che 



/ 



/ 



• i 
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che è la ragione della circonferenza al raggio . La 
Curva è Tempre algebraica , fé la funzione (ìa alge« 
braica^o contenga un folo fegno fommatorio) cheab« 
bracci tutta la quantità. Sia per efempio la Curva, 

che girata intorno Taflc nafca il folido = -^ S f f , 

avremo pertanto ^equazione— Sj* d x= I^S^ ^ - 



ir*' r X 

dunque xyy=2a^ ^ che è un' iperbola di fecondo 
erado. La difficoltà principale, che (i incontra nella ri- 

• loluzione dei Problemi inverfi^confifte nel fare il paf- 
faggio dalle equazioni differenziali alle integrali; quan- 
to tale difficoltà fia ardua a fuperarfi fi vedrà nel li* 

* bro che fiegue . 



*' 
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LIBRO SECONDO 

Del metodo diretta ed inverfa delle Tangenti 
e dell' integrazione delle Equazioni dif- 
ferenziali di primo grado» 

CAPO PRIMO. 

In cui t fi cffonc il metodi di determinare le tangenti 

delle date Curve ^ 



I. 




L \Jl2L data una Curva qualunque ADB^ Q fìg^ 
45* ) a cui pel punto D (i debba condurre la tangen- 
te . L* equazione della Curva fia tra le coordinate or- 
togon:\Ii C E z= X , I> £ = jf ; e fuppongafi condotta^ 
la tangente UF^ che feghi la. linea delie afciffe nel 
punto Fi conducati l^ ordinata e if infinitamente vici- 
na a D £ > ed incontri la tallente in n ; tirili D m 
{)arallela ad £ ^ . Egli è cofa facile a dimodrare , che 
e due lineole infinitefime md^ mn Idifferìfcono per la 
lineolarf/iìnfinitefima rifpettivamentc alle prime; per- 
chè condotta la corda Di>avrema Pngolo nD d in- 
finiteiimo per la natura della Curva ; gli angoli poi Ddn^ 
Dnd fono finiti ( eccettuatone q[ualche punto parti- 
colare della Curva^ dei quali punti parterema nel Ca- 
pitolo feguente )^ dunque nel triangola nDd farà» d 
Infinitefima rifpettivamente 2. D d pel lib. i, Cap» 2 ; 
mai Ud t dello Ilcflò ordine che md^ ed mn-^ dun-^ 

que 
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• 

que nd è infiniteiìma rifpectivamente ad md^ cdmuy 
dunque quelle lineale per adequazione polTono pren- 
derfì come eguali . Ora è chiaro , che a cagione dei 
due triangoli fimili nDm^ DFE fia nm:Dm::DE: 
FE^ ed in termini analitici dj:dx::y : Fr; dunque 

farà FE^-^,-^; la retta FÉ corapreTa fra V ordi- 

dy 

nata JD F , e la tangente D F fi chiama fottangcntc\ fc 
dalla fottangente F £ fi levi V afcifla C £ fi otterrà la 

FC=L ^ ^T^ ^ ' ^^^^ tangente FD nel punto D 

fia normale D G j che incontri la linea delle afcifle-/ 
nel punto C ; la FD dicefi normale della Curva ) e la 

2. 

DE 

C E funnormalc . E comecché abbiamo CEzz: -tttt j 

farà G£=J^•^-l=2^; ed cffendo D^ = 

dy dx _____^ 

Fi* H- G^ farà DG = j/S* + A^ = 

4 X* 

y^ d X* -\- d y*- ^ ^^ /TT^T+Hyè eguale z D d e- 

d X 

lemento della Curva : dunque chiamato quefto elemen- 
to W j , farà D G =^^i la tangente poi D F fi tro- 

va eguale 4! — fé 

IL Col nieuo delle forinole fopra indiciite fi ti- 
foUe il problema : Data la Curva ritrovare la tangen- 
te , e le linee che da efle dipendono ; ad un tal fine 

altro 
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altro non deefi fare , che dìiTerenziare P Equazione della 
Curva riferita alle toordinate ortogonali^ con che fi de- 
termina la proporzione fra gli elementi 1/ /, 1/ x, dy^c 
foftituita quella proporzione nelle formole refterà in 
termini finitili valore delle predette lìnee • Eccone gli 
efempi. Sia la Parabola ^D £, il di cui afle fizAE^ 
lia r afciifa AEzrzx^ e V ordinata = j , il parame- 
tro = 24^ farà r equazione Z4x =jj 9 e dilTercn- 

d X y 

piando avremo ad x zzzy dy i dunque — . = .:L. . Co- 

ay a 

mecche poi la formola generale della fottangente FÉ 
t ^ ,^ num. I. foftituendo per tanto in quefta ^ 

dlf a. 

i X 7 7 

per- -7—, avremo VE = *i^ zzzzx; dunque nella Pa- 
dy a * 

rabola la fottangente è doppia dell' afcifla^ la fun- 
normale poi EGzzz^—^ farà eguale ad « » cioè egua- 

le al femiparametro • Inoltre eflendo ._ =: jL , farà 

dy d 

. adx adx .^ , ^ Madx* 

<>=— =— s= J ^^«* dy^:=z ■ ., e peraò 



a a àtc* 
tax 



, ixy — -l-x 

^zix y ^ — == 2. \ perUnCo fo 

ttdU foimola della ungente DFiszlil fi coUòc&iil 

( vaIo« 
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valore ritrovato é& dt farà D P=z _ 

rr _ ■ = y'z4x-f-4xx; foftìtuito poi Jt 

AcUa forinola della normale DG==:^L-Ly fi ritroya 



dx 






D C? = =— — = v^ii /i + 2 tf x; le quali lincea 

per altro fi farebbero potute determinare con facilità 
lenza ricorrere alle formole» pofto che folTe determina* 
ta la fottangente » e la funnormale • 

IIL Sia D N r Iperbola ( tig. ufi. ) fra gli afin- 
toti y la di cui equazione pofta ^£=:x>£D = jr 
fappiamo eflere xjzizaa; dunque differenziando farà 

^^J ^jd^=:Oy e — X '=^^-j— > che è appunto l* 

elpreilione deHa fottangente; il valore negativo indU 
ca che la fottangente non debba effer prefa verfo il 
principio delle afciffe ^ cioè verfo. vf > .ma verfo la par- 
te oppofta» Per la qual cofiì fé fi tagli £F=:ifE2;(^ 
condottai) F^ farà quefta tangente la Curva» Elfendo 

la formola della fuimorBàale*^^) fòftitHitoIHl ìil# 

4 X X 

vece di -— j farà la runnormalc — -L-Irr — -— ; il 
ix X x* 

calore negativo indica^che la fannordiale fidee pren* 

dbxe dalla parte > dove principiano le afcifle; laonde 
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tegliata JBG=2Ì=:fl, laGD fegherà la Curva 

ad angoli retti .-Se x fia maggiore di i«, il punto G 
cade fra i punti £, yf; fé fia x=:<r, il punto G co- 
incide con A; finalmente fé iìa x minore dì <r, il 
punto C cade dopo i punti E^ A. 

IV. Vogliafi Ja tangente della Curva la di cui e- 
quazione fìa a-x"=j"H-», h quale efprirae tutte le 
parabole > ed iperbole ; differenziando V equazione ab- 
biamo « 4"x"-' dxz=. m-^tt. y"*"-' dj ; dunque fa- 

lore cfprimc la fottangcntc . Se la frazione ^!LÌl!! Ca, 

pofitiva , il che accade nelle parabole , tagliata E 9 
verfo A , la quale fia ad ^ £ in ragione di «+« : «, 
e congiunta F D , farà quefta la tangente ricercata . Se poi 

—^ — fìa negativa , come avviene nelle iperbole > (i 

dee tagliare E F nella ftefla proporzione, ma dalla par^ 
te oppofta a quella , io cui cfiftc il principio delle a- 
iciflc . 

V. V Equazione della Curva^ di cui fi vuole la^ 
tangente fia^+x*=£Il. j*-*. Prefa la differen- 



f«4»I 



ca rara Ht«*«-«4/xr=jii— ii.^~— j»-»-«i/j; onde 
tangente Ìlji:=zu: **""* fUl' 2!!z!!. fl± 

• » Ti #• 



^m-i 
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. EgH è cofa degna di oflervaztone) che 3 

valore della noftra fottangente dato pr r x noti con- 
tenga ta fpecie ^iper ta qiial cofa, qualunque fia que- 
lla quantità) alla fteffa afcilTa corrifponderà la ftellA^ 
fottangente ; adunque tutte le curve > cke nafcono ai 
variare della (pecie b fono tali y che ai loro punti 
corrifpondenti alla fteifa afcifla competono tangenti^ 
/ che tutte fi interfecano in uno fteifo punto della linea 
r delle afciife • Poftp 9i = 2) uz=:o ^ e adoperato il fé** 

gno — 5 requazionc diventa a ìt— x x=:— j jr^ ch^-> 

apparcieoe alle Ellifli apolloniane , il di cui alfe cornu** 

lae è ta^Y altro è a ^ ah ; degenerando V Ellifle in 
circolo quando fia b=za ^ Sieno quelle ( ¥ig. 47. ) £1* 
liifi A ED; conducafi V ordinata £ D D ; tutte le tan- 
genti dei punti D concorrono nel punto F^ che efi- 
fle neir afle B A prodotto . Quello che fi è detto 
dell' £ilil&> vale ancora delle Iperbole» 

VL Quefto metodo di determinare le tangenti fi 
applica non Iblamente alle Curve algebraiche / ma an- 
cora alle trafcendentr, purché abbiano equazione dif^ 
ferenziale di primo grado; perchè mediante la di to« 
xo equazione ti potrà avere in termini finiti il vaU>>» 

Ax 
le della frazione _. • Sia per efcmpio da determinai» 

fi h tangente della logaritmica* Avendo quefta Cur« 

/ Cut y él OC 

va P equazi<xie differenziale rfx^sr — '^(zikc=^ — • 

ma <^ue(!a è V efprcffione ddla (bttangente; dtmquo 
nella logiftica fa fottangente è coftante; deteonuiatei 
la fottangente 1 rcfta determinata 1 come è chiaro, ani^ 

CQt 
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cor la tangente • L* Equazione delh Curva, che fi chia- 

ma trattoria, è rfx =— ^ • ^ ; dunque^^^ — 

J ^ dy 

== y/*i^—jfj eguale alla fottangente; comecché poi 
il quadrato della tangente è femprc eguale al quadra- 
to della fottangente , più il quadrato dell' ordinata ; 
dunque la tangente della trattoria è eguale alla coftan- 
t€ a. La Curva di cui cercafi la tangente abbia T e- 

quazione zajdxzzidy . a a —77 > farà yydjz=: 
aady — zaydx ^ e moltiplicando pei ^ 7 , ed aggiun- 
gendo ali* una, e all'altra partej*//x*, fi avrà>»^x* 
4- y rf jf» =7* ds^ — a^dy^^zaydxdy-^y^dx^y 
ed cftratia la radice avreiaoj rf^^sa^j — 71/x, cioè 
yds ydx fds ydx 

-} h-T — = tf jT ma i-- è la tangente , -i-— è Ta^ 

dy df iy ^ ' dy 

fjctangente; dunque in quefta Curva abbiamo la foni- 

ma della tangente , e della fottangente = /i ; ma dall* 

cquaz.aic fi sa efferc^r-— JIlLL; dunque lata»- 

dy id 

gente ricercata (ara i^-^ (tfJZll—tliìlll^ 

za X a ^ 

VIL Abbiamo fappofta le coordinate CE^ RD 
( ^^•(f* 45* } formare ud angola retto ; che fé poi T aa* 
golo C E D ^ che chiamo a non fii retto, allora, ben- 
ché la focmola della fottangente non fi cangi , e rimangsi 

-p— > foffire per altro qualche alterazione la formoU 
della tangente =z'2jS; perchè ds io quefto caio aoa 

dy 

•k gìà^W;*»^ dy come ai nuDt i« ma i :s 
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ydx^ ±: iJtdx dy + i/jf*, fecondo che P an- 
golo C E D t ottufo 9 o acuto . Le formoie dipenden- 
ti dalla normale in quello cafo fono molto intrigate i 
e perciò ^11 Analifti preferifcono a quelle le formolo 
dipendenti dalla tangente • 

Vili. Voltiamoci alle Curve riferite al fuoco . Sia 
il (F.48) punto F il fuoco della Curva A By edabbiafi P 
Equazione fra FD=zy^ il fuo elemento dmzzìdyyé 
V arco minimo Dm zizd Xy il quale defcrivefi col cen- 
tro F» e colP intervallo y; alla retta FD H conducsi 
la perpendicolare IFH ^ che incontri la tangente D /| 
a la perpendicolare DH y la F/ fi dice J^ttam^cnte | 
F H juMHormale . Vet determinare V efpreflìoni ana^ 
litiche di quelle linee fi dee avvertire » che fono fimi- 
li i £rian|;oli D d m 9 I D F; dunque dm: D m: : FD : 

F J| ed in termini analitici dy :d x: :y :F I =:*L — | 

che fari V erprelfione della fottangetite . Parimenti pei 
la fimilitudinc dei triangoli I> m d 1 D F H abbiamo 

D m ;dm : : F Z) : F H, cioè dx :dy ::y :FH=^ 1 

che è la formola della funnormale; per trovare poi U 
formola della tangente, e della normale fi chiami 

Dd:=zdsy ÙLTÌ dy:ds::y: Dl=ljl ^ dxidsii 

dy 

yd f 
yiDH^z: 'l — • Egli è chiaro come poflano detcrmi- 

dx 

liarfi le altre linee , che da quefte dipendono • S'izAB 
la fpiraU archimedea , la cui equazione ty dyz^ d xj 

dua- 
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dunque ^LJl :zzh ; dal che (i infcrifcc > che la Tua* 
normale in qucfta Curva ila coftante ; la fottangente 
fi trova = "5^ , la normale = ^bb-^^y , la tangente 



=r — \/^^H-jjr» Sia AEÌz (piralc logaritmica ^ io 

b 

cui vale ^j:i/x: :ìI :i ; dunque ydy:ydx::a:bi 

da quella analogia fi ricavano due altre jc^Zi^^ — ::a:by 

dy 

^—1^ : y::M:bi dunque I& (ottangentc farà =r -2 > e^ 

la funnormale =: -^ ; la fottangente poi fta alla fiin^ 
normale come b b:aa ; per confeguenxa farà la taa* 
gente =: — ^a a-\^ b ^ e la normale = ^ ^aa^bbi 
dunque la tangente alht normale come b : a . U e* 
quazione della fpirale iperbolica è dxziz — 1; dun» 

qae "^j— ^ =: ^ ; in quefta Curra la fottangente è co» 

ftantc • 

IX. La Geometria drgli infinitefimi alle voTte> 
ibmminiftra metodi eleganti per determinare le tao-* 
genti ; vediamone un qualche efempio . Si debba con- 
durre la tangente alP Epicicloide » Sia F M R T Fir^ 31.) 
il circolo genitore y che pafli pel punta M aelV Epicik 
cloide in maaierà che V arco KL del circola RLGy 
fopra cui fi fa la rotazione, (ia eguale al arca M K* 
& prenda i' arca MK infiniteiimo dell* Epicicloide > 

e pei 



/ 
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e pel plinto N paffi il circolo genitore UH T; faran» 
no gli archi Lf", NT eguali. Condotta i2J^pcr le 
cofe dette nel Capo 1 2. del Libro precedente n. 8. i 

5[uefta giacerà per dritto con N Jf ; dunque QJi M 
ega la Curva in due punti infinitamente vicini, e per- 
ciò non difFerifce dalla tangente nel punto M ; ma^ 
FM non diiFerifce di pofizione da QJSi ; onde PM 
fi può reputare vera tangente. Dunque dato il punta 
M deir Epicicloide DM L facilmente li fi potrà eoo» 
durre la tangente; imperciocché defcritto il circolo 
genitore KM? per A ed K fi conduca la retta AKP% 
e fi congiunga PM , farà quefta la tangente ricerca^ 
ta • Si <vbba condurre la tangente alla fpirale di Ar* 
«bimede) la quale fi delinea del punto M ( Vig. 49) 
camminando da C in ^ equabilmente pel raggio cA 
nel tempo, che il raggio CA defcrive la periferia del 
circolo ABDEA partendofi da A . Si tiri qualunque 
CM P% e la Cmf infinitamente vicina; cenerò C (i 
deferiva I* arco M n; farà mn:P f ::CM: A P^ come 
il ^an^io C A alla circonferenza, per efiere i moti e* 
quabiU del punto M per C P , e del raggio C P per la 
ptviferia in ragion coftante del faggio alla circonfe* 
rema del circolo; condotta CT perpendicolare al rag- 

ffio C P e fttppofta Af T tangente la curva, farà C T 
a fottangente, che fi dee determinare; per la qual 
cofa oflervoi che fi à C M : CT:: mm:M n ^ maiali: 
Jan èia ragion compofta di mH:Pf^ e di Pf : Mn^ 
cioè del raggio C A alla periferia ABDEA^ e di 
CP:=zCA:Cài; dunque farà CMiCT: CAkCA: 

CMxABDEAi € perciò cr= zJl^ xABDEA. 

e A 

Vogliafi condurre h tangente ( fi£*io )allaCo^còi« 

de 
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de di NicTHiede • Alla retu P £ fia infìiìitainente proA 
iima Pr, ( F fu il polo , e >2 F (ia U bafe ^tV AD 
fia norniale alla bafe ) centro P intervalli P F^P E 
fi deferivano gli archetti F » , E m; dovendo eflert^ 
¥Ez=ife perla natura della Concoide y farà if/=iff r; 
ciò pofto riflettafi^ che per trovare la ragione di PE 
tUa foteangente baila ritrovare la ragione di e mi : £ M; 
ora ^uefta ragione fi può fciogliere nelle tre coropo* 
nenti e m :fn^ fn:nF^nV:E m; la prima è di eguagli- 
anza , la feconda è eguale alla ragione di A¥:APj 
la terza è eguale alla ragionediP F:P£; dunque wr; 
M£::ì1F,PF:^P.P£;:ì1F.PF;PJ8.PF:;^F:P£; 
dunque farà la fottangente a P £ come M E:me^ co- 
me PBiAF; dunque avremo la fottangente eguale 

P 3 • r.E 



AB 
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Utile mafPme e minime Ordinate delle Curve ) e del 
metedo di rifolvere le quejiìoni affartenenti 

Mi Muffimi e Minimi. 

l'QIa la Curva£DCdi tal figura, (R51) che crefcendo 
O V «fcifla A H decrefca P ordinata H K fino al 
punto B , indi feguitando a crefcere 1' afcifia » crefca 
ancora 1» ordinata , Egli è chiara che nel punto B fi- 
nifcofio i decrementi delle ordinate 9 ed incominciano 
gli incrementi; adunque V ordinata BD, la quale è 
media fra le ordinate decrefcenti , e crefcenti è la mi- 
nima di tutte . Comecché poi fra ì jpunti A e SVt»' 
dinate continuamente decrefcono, la tangente della^ 
Curva fra i punti E e D fegherà la linea delle afcif- 
Tom. IL ^ V fe 
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fé verfo il punto Af rifpctto alP ordinata) e {>er con- 
traria ragione la tangente della Curva fra i punti D, 
€ C fegherà la linea delle afcilTe verfo la parte oppo- 
fta j^;*' dunque nel punto D dove fi à la minima or-» 
dinata £ D ) la tangente non dee cadere ne verfo Af 
ne verfo M;il che indica che la tangente è parallela 
alla linea delle afcifle AB; onde nel calcolo divie- 
ne dyzzio. Lo fteffb dicafi della Curva EDC riferi- 
ta alla linea FN, in cui crefcendo k afcifle F/ cre- 
fcono le ordinate IK fino al punto Ghindi decrefco- 
no) eflendo perciò D G la maffima di tutte, la qua- 
le à luogo ) dove la tangente del punto D è paral- 
lela ad F G , e perciò dy=:o. 

IL Quantunque la nvaflima y e la minima ordinar 
ta richieggano , che la tangente fia parallela alle a« 
fcifTe , e r elemento dyz=,o; ciò non oflante noii^ 
vale la propofizione inverfa , cioè che dove ri- 
trovifi la tangente parallela alla linea delle afcifle » e 
dyzizoy lì fiavi ancora un maflimo^ un minimo; im- 
perciocché fé due rami di Curva tendano in mez.zo 
la tangente^ e fcorrano in parti oppofte , ovvero dalla 
ftefla parte come.fi vede nelle figure 525535 avremo 
la tangente parallela alla linea cklle afcifle , e dyzzio 
fenza che fiavi ordinata maffima , o minima ; adunque 
per determinare nelle Curve le ordinate maffim^ ^ o 
minime » fi dee certamente differenziare V eq^uazione ^ 
o Cuppoxxc- dyzzzo ^ per determinare il valore dclI^-« 
aTciCax^ ma non fi dee fubito infierire ^ che a talo» 
afcifla conviene un' ordinata maflima ^ o minima ; per 
afficurarfi) che ciò fia vero 5 fi introduca nelP £qua-* 
Z'ione deUa Curva il valore di x eia determinato; che 
così farà determinato ancora il valore della y; dipoi 
fi accrefca > e fi diminuifca il valore dell* afcifla per P 

elemento dxi e & trovino i valori delle ordinate cor- 

^ " ref- 
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rifporvdcntl a qucftc afcifle ; fé tali valori trefcono it 
-tutti e due i cafi'l* -ordinata è minima; fe in tutte « 
dui le fuppofizioni decrefcono 1' ordinata è maflimat 
fé poi in una fyppafisione crefcono, e nell' altra d^ 
<refcono V ordinala ^liora ne è maifìma ne minima • 
IIL Dilucidiamocela Teoria cogli efempi. Si cec« 

ca fc la Curva dell' Equazione — H- — =r Z- abbia^' 

a X a 

maflime^ o minime . ordinate ; differenzio V Equazio* 

ne > onde fi abbia = -^ ; pongo 

a XX a 

, xx^ X . — Miidx , 

dy:=io^ e trovo ————— = o ; onde xrrHhii; 

- 4 XX 

adunque, alle afcifl% ±a può competere V ordinataL* 
maffìma) o minima; per vedere poi fé realmente lo- 
to competa i mi ^ffHq in primo («ogo nelP afcliTa pu* 
'fluiva r=:/r> la qùaij^ introdotta nelP Equazione dell^ 
Curva , mi da jf =2 a; accrefco ora V afcifsa a per la 
quantità d x , ac<.iocchè diventi a-^ d x ^ e foftituito 
quefìo valore nel!'. Equazione della Curva far^ 

a-^d X • a ' jfj . . ^ . .. . ' 

• ■■ -{ .--— rfzi. da cui ricaVo jf tira-'/r -4-^ * 

rfx* . ^ 1 ! 

■ . ; il qual valore è maggiore di a /i : le poi dall' 

afciifa /{ tol^o dx^ operando come fopra trovo 

d x^ 

j ±r 2 4f -f- M w \ ,. B bual valore è fimilmente mac^ 

« — d X : ' ' • 

fiore di 2 4r ; dal che chiaramente fi comprende , che 
ordinata. 2 a corrifpondente ali* afcifla /r è un mini-* 
mo . Se faccianfi le fteflc* operazioni in riguardo alla 
afciffa -^ 4 y fi trtOVeià la corrifpondente ordinata— 2 it 

V 2 effe- 
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tflere umilmente ati minimo « Yogliafi efaminare fé la 
Curva dcir equazione x^ — jmx^H-j ii*x=rii»jF ab* 
bia maflima o minima ordinata; pre(e le differente fi 
arra 3 xxdx — óaxdx^iaadx^=:.4i m dyyCpo&g 
dyzuo^c fatta la divlfìone per 3i/x>narce xx^^iax 
«4- 4 /i = ; onde eftraendo la rtdice farà x -— 4 = ^^ 
ed X = if ; dunque alP afcifsa x ;=: /r* può^ competere 
una maflima a minitqa ordinata^ per vedere poi fé ciò 
realmente fia^ neir equazione della Curva pofta a in 
ircce di X abbiamo %=:a ; meflàvi pòi a + dx ab* 

dx^ 

biamo j=: «4- — — 1 dunque al crefeere dell' afciP^ 

ia crefce P ordinata ; fé poi nell* equazione della^ 
Curva la vece di x fi pone n^dx^ ritrovafi j =:ìt 

d st^ 

^'^ — . ; dunque al diminuirfi delT afciflk decrefce V 

ordinata^ e perciò K ordinata ìt corrWpóndente aIPafci& 
ta a none nemalfima^ne minima ^benchi la tal punta 
di Curva fia. dy rzo ^ 

IV. Fin qui fi è tenuto per ficura> che ogni qua! 
irolta nella Curva vi fia una maflima ) o minima ordi« 
iìata\ ^ tangente iia parallela alla linea delle afcifse ; 
ciò per altro non è iempre vero ^ perchè può accade- 
te > che dove è 1* ordinata maflima ^ o minima ivi fia 
la tangente pirallela alle cnrdinate > diventando tan- 
gente efsa maflima ^ o minima ordinata % come fi può 
vedere nella figura 54. in cui £ D & ordinata mafli^ 
sna m riguarda alle afcifse AH% e G D ordinata mi« 
«lima in riguarda alle afcifse F/; in quefti punti non 
fi à già 4fy=: # > ma bensì dx:=io i ancor qui deèfi 
avvertile) che non f eapre dove ritrovafi dxz=:9^ vi 
fia ancora una ìnaifima , o minima ordinata > comc^ 

aj^oato fi h avverato ael cafo 4i ^ jf s ^ j anzi coi 
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metodo fteflb fi determina Ic.m ul cafo T ordiflafji 
(ia maffima 9 o minimal ovvero ìfia ne izm9ÌBìa>. ne 
Aifiima. • • - 

Y# Nelle Curve riferite al fuoco umilmente 
dove fia ^x , ovvero dy eguale al zero alle vpU 
te fi à r ordinata maflìma ^ alle votce 'mìnima;;^:) 
td alle volte ne maflìn^a ne minima^ come fi dei^ 
ba procedere in tal ricerca^ fi comprende facilmetir 
ce dagli efempi ^ che feguono • Sia A^ Curva 4eU/ o- 

quazione Jxzzi •^^. ^ ; fuppofta d^zzio ne 

a }/ jy — a it 

irtene fubit0 7=±tf ; per efamlbare poi fé quella or* 

dinata fia maffima y a minima » ovvero ne* r uno ne 

1* altro f in vece dì d x introduco d Zf elemento di uo 

arco di circolo di raggio coftante % il quale fuppongo 

a d X 
SI f z, tale fine ùccio y:jf >c::4 :/»=:—— . 

onde rfx=^! — , e perciò dz=: — ^ . -^ - » ed Ì4* 



tegrando farà %z=z^yy — a n ^ ^ ^K ^^^^^^ ^ 
|)renda in maniera che fatta j=: 4 fvanifca 1' arco»; 
li che efige che A fia zero. Dal? ultima equazione 



£ ricava jr = y^2i A H-* ^ ^ 9 i^ ^^ collocato ^er(> Itu» 
vece di & trova come (opra y =: j K 4; fé vi colloco 

T^ì ù^d^zsidn^^ttoro y:sz±^ dzt^-ifita'j ilqual 
valore è maggiore di 4> fimilm entc fé »i c olloco 

#— /« =r — i<« > ritrovo 7 = ±;^4 x^^ -^a/i ma^- 
giore di 4; adunque conchitido che 1 ordinata ii è un mi* 

Aimo » Sia l'£<|iiaauooe della Curvai x =: ^ '^ ^ 

fatta 
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4 

futa dy =:9 ritroyo y:ir:ai fc in vece dì d x foftl- 
tuifcafi '^i — 5 avremo #i * = — ^i — ^- > ed integrando 

' J^ — ^* 
f 

fera »=:jf* — il* 3 non fi dee aggiungere coftante, per- 
chè così r» diviene zero dove è j = /« ; da quefla ul- 

dma equaiione fi ricava fiibito jfrzi^-h '^^ ;in ve- 

. fi 

ce di » foftituifcafi /{ & , e fi troverà jf = M^^d z»^ , 

che. è m?i^iore di a ^ fé poi roftituUcafi- — dzffi uovìl 

yrr M^^^dz,^ , che è 'minore di /« , dunque T ordinat 
ta /f ne è maffima ne minima . II metodo di conofce* 
re fé V ordinata j fia maffìma o minima dove abbia* 
fi dxz=zo,h lo fteflbv^ perciò non d dilunghdremo 
davvantaggio fu quello particolare • 

VI. Il metodo di rintracciare le maflime e niÌRÌ- 
me ordinate delle Curve , ferve ancora per rifolvere 
le quiftioni intorno i maifimi) e minimi. Si cerchi per 
efempio (^Ttg. «. ) di fegare una data linea ^ JS in 
maniera s che il rettangolo ADB{\^ maffimo fra tut- 
ti quelli) che nafcono dividendo la lìnea ^ £ in due 
porzioni;. ^Sì drivida AB ììbì due parti eguali in C^^fi 
chiami AC=,CBz=.a^ C D=:Xy farà ADz=: a-^x^ 

BD= z a — x; adunque il rettangolo A D B:=i a-^x 

»a— x; qHefio rettangolo^ fi finga eguale al' rettangolo 

\ ay ; avyemo -t ■ = j ; onde poflìama rapprelen- 

tarci que&a equazione comò appartenente cidunaCur- 

va) in cui y fieno leafcifle, ed fieno le or- 

A . di- 
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dinate, e perciò il propeso problema"; fir. riduce a tro^ 
vare la maffima ordinata di qticAa Curva ;< fervendomi 
adunque del metodo dei num,«fi" prefiedeati. diffèren^ 

zìo r equazione, ónde da II:iÌi_Jf=^ </«• e pofta 

rfj» — o, ritrovo *•=: ; adunque H ,p'untb'"Ì? dee '^\r 
deie fn C, ed il rettangolo -<< CB* eguale* af quadra- 
to ^ C è il maJlìmo che fi cercava ;' fé -^ngafi poi 
dx:=zo abbiamo x infinita ne appartiene a quefto proble- 
ma , però oltre il punto € pon.vi è altro punto, che 
ferva a fciogUere il problema . In qucfta ricerca fapen- 
dofi di certo , che il rettangolo AC B i maffimo, re-» 
fta fuperfluo cercare ciò col metodo infognato nei nu- 
meri precedenti; quando poi dalla natura della que. 
ftionc reftafli: dubbio fé ai valori determinati della x 
corri "pondano maffimi o minimi, allora conviene ricor- 
rere al predetto metodo. Si proponga in fecondo luo- 
go di rit rovare un valore di iv , a cui competa la quantità 

a . è ^ X -h f minima di tutte cosi detcrminate . Si fac- 



i 



«ttenà -^^ dx.a .b^x ^ e 



eia à *b^x 4- f =a»j; difFerenziando Inequazione fi 

'-z=iaady; poftò pcr^ 
'^ ' ' ^ * 

Éaoto dy — o, fi troverai*^, ^- x -hc =zo; dunque 
^-^ = — T> cioèé^;^=:|/LiL. ie ambedue 



l<5» L 1 M % O 1 1. 

leifpcdc T) #' fieno pofitive, o negaitìve il radicale è 
isinia|;inana; ed il problema per confeguenza è im* 
poilibiie ; fé poi una delle fapradette fpecie è pofiti« 
va 9 e 1' altra negativa ^ allora fi ritrova jegualealze« 
ro r efpreifiòne) che dee^eflere minima ; il che indi- 
ca) che neppure in quello ca(b fi da luogo alla ri* 
cérca del minimo • Pongo adeflb J xz=iO) ed in tal 

fuppofizione ritrovo h-^xz^io^ onde bzz, x^ed y=:—; 

raccolgo adunque da ciò che al valore di x = 6 può 
competere il minimo che ricerco ; per efamsnar poi fé 
realmente li compera i efamlno fé il predetto valore 
di jf fia veramente un minimo; a tale effetto accre« 
ico r afcifla b dell* elemento i/xj acciò fia x=l^-H'x; 

dunque *— x=~rf x, e perciò jf= , il 

qual valore è maggiore di — ; Io fieflo avviene fé fi 

Ma 

diminuifca V afciffa i dell' elemento dx ; dunque V 

ordinata ritrovata =: — è il minimo % che fi- cercai 

aa 

» 

va ; il che per altro à luogo foltanto quando ambe* 
due le ipecie a e b fieno pofitive o negative ; fé poi 
una fol tanto delle due predette fpecie fia pofitiva , 
allora la y da un maflimo ^ e non già un minimo i il 
che fi può fcoprire col metodo fopraindicato» 
I' VII. Alle volte nell* indagare i maffimi ed i mi- 

nimi ) ficcome ancora nel determinare la tangente al 

^ dato punto di Curva fi urta nella frazione — y di cui 



non 
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non e sì facile capirne il (ignificato ; come fi forra da 
tale inciampo vedaii nclli cfcmpi, che Cedono .La^ 

frazione — — ^ — e, z: 2 — , è tale . 

x4 — ax3 — 34^x^-4^ 3 à3x — 2ii4 ' 

che fé in efla pongafi g in vece di k diviene — ; per 

fapere il valore di quefta. frazione faccio x=:a+d^^ 
e foftituifco quefto valore di x tanto nel numeratore 
quanto nel denominatore della frazione propofta ; con 
che fi avrà il numeratore 1 che chiamo £=:: 

a^^ létMdx^ia^dk^^ gdki 
— fg^ — 184'4/x—- 94^1^ X* 
iiM^^iia^dK 

cflerTO che la prima colonna fvanifce per la eontra* 
rietà dei fe^ni^ e che lo ftelb avviene alla feconda» 
ed alla terza; dunque cengo conto della quarta, la^ 
quale non va al zero, e trafciifo la quinta comecché 
infinitamente picciola rifpettivamente alla quarta ; dun* 
^ue farà %z=z%gdx^. Facendo la ftefla operazione! A 
riguardo al denominatore della frazione propofta , che 
chiamo u 1 ritrovo u^i%gdx^i dunque la noftra fra- 
zione «^ =: «^ fi trova eguale -1- • Il fecondo efcm« 

• m • j 

pio venga fomminiftrato dalla frazione 

-— — > la quale diviene — fc vi 




-ì^ 



4. 



y 
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fi ponga M. in vece di x ; nel numeratore ^r % cafìo- 
chifi a^dx in vece di x> dal che nafcerà 

%z=iy/a^ — la^d X — 6 a^ dx^-^ ^ad x^ — d x^ 

a VaJ^^+^a'aTx ; coi metodi infegnati nel primo 

tomo eftraggo le due radici feconda e terza; e mi fermo 
nei termini dove ritrovafi il d x ; perchè la forama-» 
di quelli termini non ciTendo eguale al zero, gli altri 
termini) in cui ritrovafi dx*^ dx^ &c. fvanifcono in 
paragone di quelli / la prima radice ritrovafi =:aa-^ 

adx y la feconda /^ H dx, dunque farà Zt-=:za « 

J 

^4rfx-^^-i^Ìl==~iÌl^;lafteffu opera- 

i i 

zione facciafi in riguardo al denominatore della pro- 

7 d X. 

pofta frazione = », che fi ritroverà = — 2 . ; 

z tó 

Arnqu^ la frazione -L = — nel cafo farà = — a. 

la ragione di una tale operazione fi comprenderà fe 
liflcttafi, che quando fi differenziano P equazìonipcr 
ideterminarc le tangenti y ovvero i maffimi , e i mini- 
mi delle curve , fi prendono le differenze alla manie- 
ra ordinaria fermandofi fol tanto nei termini^ in cui 
altro vafi il dx j t difjpregiando quclK,iii cui ritrovane 
il le poteftà di dx\ il cne va bene ogni qual volta 
fa fomma dei termini, in cui ritrovafi d Xy non fia e- 
guale al zero ; perchè gli altri in paragone di quciu 
fono nulli : ma fé avvenga che i termini affetti dal 
dx a elidano, allora dcono venire in confiderazione 
i termini, in cui ritrovafi il dx^y e così in fcg»ito / 
perchè la totale differenza di una formola data per x,. 

è la variaaionci che elfo xiccyc dal' porvi X'+-^^ ^ 

. ^ ' ■ - vece 
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vece di y » Nei due fopraefpofti efempì abbiamo ac- 
crefeiuta V afcifla per la quantità infinitamente pic- 
ciola dx; alle volte però avviene che con tale fup- 
pofizione (1 introducano quantità immaginarie ; nel qual 
caio fi dee frainuire V afciifa per hdx^ 

Vili. Le queftioni dei raaffimi , e dei minimi fi ri- 
folvono ancora con eleganza chiamando in fiifiidìo la 
geometria degli infinitefimi , fpecialmente nei cafì in 
cui 1' analifi larebbe difficile a nanegeiarfi . Sia per 
efemplo una curva qualunque ADB^Isl di cui linea 
delle afciffe fia -4C (Fi^. 56. ) e ordinata una qualfi- 
voglia C B; fi domanda di ìnfcrivere nella curva ABC 
un parallelogrammo ED FG tale, che i lati DE^DP 
fieno paralleli a jB C , AC ^ e che fia eflb parallelo* 
grammo il maflimo fra tutti quei 5 che poflbno cosi 
determinare . Sia pertanto il parallelogrammo ED FC 
il maffimo ricercato, ed infinitamente vicino a quefto 
fia dèfcritto il parallelogrammo edfC; pel punto £> 
fi conduca la tangente della curva D G , che feghi C A 
in G.Dpvendo eflere per la natura deimaflimi^e dei 
minimi la loro differenza eguiile alzerò, farà la diffe- 
renza del parallelommmo EDFC dal parallelogram- 
mo edfC eguale al iero; dal che ne viene , che il 
parallelogrammo infinitamente picciolo DEem fiae- 
uale al parallelogrammo dmFf; adunque i loro 
ati fonò in ragion reciproca ; e perciò Dm:d m::df 
ovvero D F = E C : E D ; ma Dm:dm::EG:EDf 
dunque E G : E D :: ECiED ; pertanto EG =:EC ; 
dunque fa d' uopo fcegliere il punto D in maniera , 
che condotta la tangente D G fia la fottangente E G 
= JE C . Non bifogna per altro perfuaderfi , che il pa- 
rallelogrammo cosi determinato fia fempre un mafli- 
mo ; imperciocché alle volte può eflere un minimo f 
e alle volte ne maflimo ne minimo . Se M D N ( Fig. 

X z 57.) 



f, 



/ 
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57. ) FoITe un' iperbola apoUoniana fra gli afintoti C>T^ 
C M^qaantunquc condotta la tangente D (?, fia £ Gz=zEC^ 
con tatto ciò avendo luogo qaefta proprietà ih qualun* 
que punto di curva » il parallelogrammo DE C ¥ ne fa- 
rà maffimo^ne minimo; ma farà da per tutto della ftef« 
fa grandezza . Per addurre un efempio^ in cui il paralle* 
logrammo DECI Hz minimo ^ fia fra gli fteffi afintoti un' 

iperbola dì tal natura, che il prodotto di CE, ED 
fia coRante; ed in cui per confeguenza la fottangen- 
te G JE è fempre doppia di C £ : fi conduca parallela 
air afintoto NC la retta P2C qualunque, e fi ritrovi 
il punto D , dove G E fia eguale ad EzC: il parai* 
lelogrammo DEiCiV è il minimo di tutti, perchè 
fé prendafi T afcilfa maggiore, o minore di C £, un tal 
parallelogrammo crefce in maniera, che diventa infi* 
nito, fé fia £C=/>, ovvero £C = 00. Per fecondo e- 
fempio fia il feguente problema ( ¥ig. 58.): fopra le 
date bafi AB^C D ritrovare due triangoli rettangoli^ 
la fomma dei quali iia maffima fra tutti quei triango- 
li rettangoli, che -anno per cateti omologi AB^CD^ 
e la fomma delle ipotenufe AE^Ct collante • Ai 
triangoli /f EJ8, CDF^ che foddisfannoal problema^ 
fieno infinitamente vicini i triangoli AUHy CDK^ 
le ipotenufe dei quali prefe infieme vadano ad egua- 
gliare AE+CF'y centro i^, e C fi deferivano i mi- 
nimi archi Hm, Fn. Comecché A H *+- C K eguaglia 
^ £-}- C F , tolte le Darti eguali rimarrà Em=,Kn\ 
inoltre per la teoria aei mallìmi e minimi dovendo eA 
fere la differenza della fomma dei triangoli nulla, fa- 
rà il triangolo AEHz=zC FK\ onde le bafi diquefti 
faranno iu ragione reciproca delle altezze; ma le ba- 
fi fono E H , F K , le altezze AB^ CD; dunque a- 
vremo AB: CD :: K F:E Hy ovvcrp in ragion com- 

po. 
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poftì KF: Kn^ perchè JCn» ed Em fono eguali; ma 

Em: £ H 
abbiamo KF : Kn::C F : DF ; ed Em:EH: : BE: 
A E ; dunque A B :C D in ragion compera CF: DF^ 

BÈ.AE 

B E D F 

ovvero come -—- ; — — j ma il fcno dell' angolo 
^ A E G E 

BE' Ti P 
EAB&z al feno dell* angolo FCD come ~— : —— ; 

A E O F 

dunque A B:C Ù: : il feno dell' angolo E A B zi fer 
no dell' angolo FCD* Laonde allora la fomma di que* 
(li triangoli farà maffima ) quando i feni degli angoli 
ji ) e C fieno in ragione dei lati AB j CD. Dz ciò 
ne (iegue che fé il lato AB fia maggiore di CDy ne* 
ceiTtria mente 1' angolo E AB farà maggiore dell'ani» 
gelo FCD. Si producano i lati AB^ CD in manie- 
ra che BP fu eguale ad ^ JB , D O a CD; condot- 
te P E , Q^ fi coftruifcano i triangoli ifofceli AEP^ 
C F Q^^ i quattro lati dei quali cioè -/f £ 4- £ P -H 
C F -H F j[2^coftituifcono una data quantità; di qieiÙ 
triangoli fi verifica 5 che la loro fomma fia. maflìma > 
auando gli angoli alle bafi fieno come le ftefle bafi ; 
da ciò ne nafce^ che le maffime figure dello fteffo pe- 
rimetro comprefe dal medefimo numero di lati fieno 
equilatere , ed equiangole • Dimoftro in primo luogo 
che fieno equilatere ^ perchè fé data la diftanza dqi 
fuochi Ay F y e ia lunghezza < Ftg. 59. ) del filo 
AHP ù intenda defcritta col metodo ordinarip uia 
elliife, egli è certo che la maffima ordinata corrif- 
ponda al punto By che divide ^P in due parti egua- 
li ; dunque il triangolo AH P ifofcele è il maflimo fra 
tutti i triangoli coftituiti fopra A P, ed in cui la fom- 
mst dei lati AH-^HP fia collante; imperciocché 

cali 
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tali triangoli comecché coftituiti fopra la fteflabaf^^ 
fono fra loro come le altezze j oflia come le ordina- 
te della predetta elllfle. Una tal verità feco ne por- 
ta un' altra , cioè che fra tutti i triangoli dello ftcflb 
perimetro V equilatero è il maffimo; imperciocché in 
vigore di quanto abbiamo fin qui dimoftrato fé cofli- 
tuifcafi per bafe qualunque lato del triangolo maffimo, 
jU altri due lati devono eflere eguali; dalP eflere maf- 
fimo fra tutti i triangoli dello fteflb perimetro T equi- 
latero, ne viene, che fra tutte le figure dello fteflTo 
perimetro , e che anno egual numero di lati la maf- 
fima fia V equilatera ; imperciocché fé fi tiri una ret- 
ta , che congiunga P eftremità di due lati AB ^ AG 
( ¥ig. 60. ) contìgui della figura fi formerà un trian- 
golo B AC^i di cui due lati faranno i lati della figu- 
ra , e la bafe farà la predetta retta ; ora quefto tri- 
angolo dee effer maffimo fra tutti quelli, che hanno la 
fteffa fomma dei lati; altrimenti la figura non farebbe 
maffima j adunque quefto triangolo dee eflere ifofcele, 
e perciò i due lati ABy AC contigui della figura de* 
▼ono eflere eguali; quefta dimoftrazione vale per tut- 
ti i lati: dunque la noftra figura è equilatera • Ella è 
ancora equiangola; perché le efla avefle due angoli 
difuguali per cfempio A^ D, formati due triangoli 
BAC^ BDE coi lati della figura, e che abbiano al 
vertice i due predetti angoli difuguali , egli è certo 
che 1' angolo maggiore fottenderà una corda maggio* 
re, ed il minore una minore, giacché i lati contenen- 
ti gli angoli in tutti e due i triangoli fono eguali ; 
dunque gli angoli alle bàfi non potranno eflere in ra- 
gione delle bafi , e perciò la fomma dei due triango- 
li B AC ^ BDC ifofccli , che anno Io ftcflb perìme- 
tro per riguardo ai lati , non farà la maffima; adun* 
que ne tampoco farà maffima la figura ; acciocché 
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dunque quefta fia maflima, non folo dee ^efferé equila- 
tera) ma ancora equiangola» 



CAPO I I L 

Degli AJtntoti delle Curve , 

I. T>Er afintoto altro <jul non intendiamo fé non (e 
L una lisea retta , alla quale ii accoda continua- 
mente una linea curva fenza che efla mai arrivi 
ad incontrarla ; dunque la diftanza dell' afintoto 
dalla curva anderà a diminuirti oltre qualunque limi* 
te , ne fvahirà fé non dopo efferfi fcorfo tanto dall* 
afintoto ) quanto dalla curva uno fpazio infinito ^ quin- 
di r afintoto può cadere fotto V idea di una retta 
tangente la curva in un punto inAnitamente remoto ; 
non per quefto tutte le tangenti la curva in un pun- 
to infinitamente remoto fi devono reputare afintoti; 
per eflfere tali vi vogliono alcune condizioni. Altri a- 
fintoti fono paralleli alle afciffe y altri alle ordinate ). 
altri finalmente ne fono paralleli alle une » ne allo 
altre. V afintoto parallelo alle afciffe richiede in pri- 
mo luogo y che pofta x pofitiva , o negativa infinita (la. 
Jla ra^one di dx ;dy:: 1:0; inoltre efigp ,. che nel- 
la fteffa fuppofizione di x infinita fia y=:oj ovvero- 
finita. Se fia jr=:o la flelfa linea delle afciffe è l'a- 
fintoto ; fé poi fia y finita V afintoto è parallelo alla 
.linea delle afciffe , e paffa per l'edremità di detta or- 
dinata . Similmente ? afintoto parallelo alle ordinate 
richiede che in fuppofizione di ±y infinita , fia x fif- 
nita^o eguale al zero ^ e la ragione di dx :dy:\Q:i; 
per P eftremità poi di detta x j)afferà 1' afintoto. Se 
poi pofta +;( infinita ia la ragione di dx :d'y ^mt^^ 

allo^ 
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ftUora farà determinato V angolo , che far deelatan- 

Sente di un punto infinitamente lontano colla linea 
elle afcifle , la qual tangente , acciocché fu afinto- 
to, efige inoltre che T intercetta fra il principio del- 
ie afcifle, ed il punto di fezione della tanrente col- 
la linea delle afcifle fià finita, ovvero eguale al zero; 
lo fteflb difcorfo facciafi In fuppofitione di +jr infi* 
nita . 

II. Dilucidiamo la teoria cogli efempi . Sieno da 
fitrovarfi gli afintoti della curva^ che à T equazione 
xx^ixjz=:a4j che fappiamo cflere V ìperbola a* 
polloniana • Facciafi in primo luogo x 1= oo ( quefto 

fcgno 00 indica V infinito ) ; farà jf ss ■ ^= — — i 

differenziando poi 1* equazione trovorfx:i/jr:: — jx: 
ax-4-3Y9 la qual proporzione in fuppofizione di 
X = 00 diviene — g : i • Se adunque A D fieno ( Ft^. 
61 ) r afcifle della noftra curva ^ e DE le ordinatei 
condotta dalla parte delle ordinate negative BC ter* 
za parte dì AC^ congiunta AC farà quella parali e* 
la alla tangente di un punto infinitamente lontano 
della curva • Per efaminare poi fé qucfta tangente fia 
^ afintoto , ritrovifi in termini finiti U fottangentc^ 

N Z£fLy la quale è~^ ^:?| e da quefta fottratu X| 

farà — L12 — x=: — ll2z±ÌLÌL: ora qucfta quan- 

tità in fuppofizione di xz=z<» , ed in confeguenza di 
j=— — fi ritrova i-^LZliil =0; dunque la no- 

(Ira tangente è afintotica, pafla pel punto if , ed è pre* 
cifamente la retta A C prodotta vcxfo M ; fé facciafi 
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*--\z:=:«©3in fimil maniera fi dimoftrai che la linea.^ 
A C prodotta vcrfo N fia fimilmcntc afuitoto dcUa^ 
curva. Poniamo ora j=: co; fi ritrova nediante V e* 
quazione x = — 3 00, xr=#.Il valore di x= — j 00 
ci dà r aiintato AMy di coi già abbiamo parlato; il 
valore poi di xz=zo , ci dà la ragione di d x : dj : : : i, 
cioè ci dà un afmtoto parallelo alle ordinate , che paf- 
fa pel principio delle afcifle, cioè P Q; lo fteflTo acca- 
dendo luppofta — y = 00 , dunque la r Q^c afintotica 
4a una parte ) e dall* altra • 

IlI.Cercafi fé la curva dell' equazione /i'"-'' x'-f* 
x^zzzy^ eflcndo n <.m abbia afintoti; differenziando 
r equazipne fi trova dy:dx: rna'^-'* x""' -+- w x**-' : 
i^^w-i. ^ comecché fuppofta x infinita ritrovafi xr=y, 
quindi dx=:dy : pertanto fc {\z A B { Ti^.óx.) Isl^ 
linea delle afcifle, che abbiano principio in Ay eti- 
lifi £ C =:if B, e parallela alle ordinate, congianta ^C 
farà quefta la tangente della curva in un punto infi- 
nitamente remoto. Per diftinguere fé qucfta tangente 

fia afintoto ritrovo la fottan^ente ^ , ■■■ == 

^ , da cui detratta x fi ritroTat fi^ 



fi a'""" X*-' H- m X*?-* 
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nalmente 1 ■ % la qual quantità) fé fia 

m — if < 1 , pofta X infinita, diviene elTa pure infinita; 
dunque la noftra curva della parte delle x infinite non 
é afintotica : lo fteffo avviene fupponendo x = — ooi 
anzi fupponendo ancora ±;jp=:oo ; per confeguenza 
la curva è priva di afintop«5e poi fia m — n=:i,al- 

loia fatta x infinita la formola predetta diriene =: — ; 

Y per 
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per la qual cofa tagliata AD zsi — t e condotta D T 

^ * m 

parallela ad AC farà quella 1* afintoto ricercato. Fi* 
naimentc le lii m — »>i, nella fuppofiùone di x in- 
finita il valore della forniok ricfce =: , e perciò la 
linea AC e V afintoto della curva. Pollo m numero 
pari alia alcifla in6nita x corrifpondono due valori di 
y eguali uno pofitivo , e 1* altro negativo; dunque^ 
dall' altra parte della linea delle afciflfe ^ fi fi à un 
afintoto , che parte dallo fieifo punto e fa lo fteflb 
angolo colle afciflC) il quale afintoto non fi à fc fia. 
m difpari ; fuppofta — x infinita fi proverà fimilmen^ 
te che le lince X) P, -4M gii determinate fono an* 
Cora afintotiche prodotte verfo j^ed N \ U fuppafi» 
2Ìone di +y infinita dargli ftelfi afintoti.. 

IV. Facciamo ora vedere come fi determinino gli 
afintoti nelle curve riferite al fuoco. Sia per cfempio 

la fpirale iperbolica dell' equazione élKz=i^- — -^^ 

farà in quella, curva la fottangentc = Z = — b ^ 

d y 

e perciò fatta 7 infinita la fottangentc refta pure — b 
cioè eguale ad una quantità finita ; onde la tangente^ 
che corrifponde ad uà punto- infinitamente lontano 
della nollra curva^farà un afintoto delia medefima cur- 
va, e comecché in quello cafa abbiamo dxidy — i:c»; 
dunque dx k infinitaruente picciola in riguardo 2,dyy 
e perciò avremo y parallela alla tangente oilia air a-^ 
fintoto, e la loro Villania farà eguale a A x impercioc- 
ché come abbiamo veduto> nel Capitola t. n. 8.. nelle 
curve riferite al fuoco la fottangentc è eguale alla^ 
porzione della perpendicolare tirata dal fuoco al rag- 
gio X camprcfii tica il fuoco e la ungente j la qual fot- 

taa- 
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tangente nella noftra curva qnando Ciz y infinita, ed 
in confegucnza parallela jdla tangente, cfprimerà la lo^ 
ro diftanza . Se in qualche curva riferita al fuoco la 
fottangente fi trovi aguale al zero pofta j inficila, al- 
lora V y ftefla è afintoto della curva. Se poi polla ^ 
infinita fia ancora infinita la fottangente , allori la tan- 
gente ad un punto infinitamente lontano della curva non 
può e Acre afintoto della ftefla curvarle quali cofc fono 
facili a comprenderfi. Debbafi ricercare fé abbia afìn- 
, toti la curva , la di cui equazione , riferendofi elfa al 

fuoco , fia dxzzz ' ' ■ — ' ) 

dalla quale deriva d x : dy : : — j y/j^-. z a^y/y 



y ^a : M^y^-i^ za ; comecché abbjamo pel teorema 
neutoniano , che ferve ad cftrarre le radici i\^y + la 

= ^y H — :r — _ &c. farà dx:dy:: — ::r&c- 

: ^ V^ J H--=: — — — =: &Co e pofta y Infinita avremo 

Vy ^yy/y 

dx: dy: : , : ^y : : — : j ; dunque d x e infini- 

^Vy ^ 

taraente picciola in riguardo a rfj, e perciò la tan» 
gente, quando fia y infinita , è parallela ad y ; vedia* 
mo ora fé quefta tangente fia afintotica ; a tale og« 

9é d X 

getto ritrovo la fottangente di quefta curva = "i- — 

^J 

_ yyVy-^^^ +.y>^j>7+^ 



j in cuifoftituito 

il valore di y^j;-^i^ dato per ferie fi .ricava » quando 

Y a " ' fia 



tji tiB no ih 

a 



fz j infinita > la fottai^cnte = — : doiH{Qe 1t pre^ 

z 

detta ean|[entc è afiototo della carTai ed è diftant» 

dalla jr infinita per la diftanaa := — » 

a 



CAPO IV. 



I>atc te condizioni f che aver deono te tangenti | trevttn 
le curve y a cui ejje tangenti comfetQnn. 

I. /^Ueftr Problemi fona inverfi di quei del capo r» 
V^^Si voglia per efempio la curva riferita air af- 
^^^fe, in cui la fumiormalc fia coftante ; dunque 

per ule condizione avrenu^ T equazione ^ ^ = ^ » 

e perciò y dyznmdKyCd integrando ^^=2 a x-f-i Am; 
iiafce adunque Tempre una equazione ^ che apparcieno 
alla pa aboia apolloniana del parametro = 2 a , qua«> 
lunque fia lacoft«ince^; ed in confeguenza la fola pa* 
labola apolloniana. è quella curva , che à la (unnor- 
male coflance» Se U curva che fi defidera debba a«^ 
\cre la lbmma,-a la ditferenza della funnormale 1 e 

dell* afcifli coftante^tnafcerà '^ ^ dtx:zzai adunque 

d X 

avremo yd y:iz^dxz:zadxyCìoè ydyzziadxl^xdxf 
té integrando yyzziiax^za if qp x x ; la quale 
equazione appartiene al circolo f quando abbia luoga 
il fegno (iiperiore , alP iperbola poi^ quando abbia luogo» 
1' inferioie .. Debbafi ritrovare la curva^ la cui norma-* 

ìs, fia colbnte ; ayicino ^j - i = # ^ dunque yy d 
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yy d k^-^yy dyzzMadx^j t perciò 



^dé^—yy 



r=: d,x f ^d integrando ^ u a — 1 7 = if — ^ $ la qua- 
le eqaaz.^nc appartiene Tempre al circolo. La curva 
da determinarli iìa tale , che la funnormale fia alfa 
fottangentc come V afcìflk ad una collante . Avremo 

pe. la condizione del problema ^ , ^ : -^ - ^ i cioè 

dy*:dx^: :x:a; dvLTìquc dyJi :=zdx^x; ed in*- 

te^rando y^A . ^li = — x^ che cfprirae la pata- 

i 

boia feconda cubica* 

IK I problemi del numero precedente efìgonoy che 

le coorànare (iano ad angoli retti ; portiamone uno 

in cui non fi richieda tal condizione • Si abbia da rin* 

tracciare una curva, in cui la fottangente (ia all' afcif^ 

fa in ragion coftance; Bafcerà fubito l* equazione 

^ d X 

^ ; X : :m: ij dunque ydx—,m x dy-=z •; la quale 

dy 

■loltipiicata per >>rifalta i =g;€d 

X A 

integrando farà -^ :=: — ^ la quale equazione efprime 

tutte le parabole y ed rperboTe^ ' 

III. Neàie curve riferite al fuoco anno ancor luo- 
go i problemi inverfi delle tangenti. Rechiamone qual- 
che ciempia: fi voglia una curva riferita al fuoco,, in 

m gì 4^ 

cui la fotcangence (ia coftante;(arà *^ — z:::/i;. dunque 

%^ 

a di 
(^x=5 — ^j e prclb per centro il predetto fuoco de* 

y faitr 
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fcritto il circolo del raggio =/r, cchiamato V arco 
r=:»j fapplamo cflcrc dx=z^ 5 e perciò 2 — 5=: 

jL — ; dunque farà rfz=i :-, ed integrando a- 

vrcmo A — %-=. — ; che è 1* equazione della fpìralc 

3 
iperbolica. La curva debba avere la funnormale co- 

ftante farà-2LJLn^, cioè y dyzziad x^Lyit, , e 

dy=.ÌA^ e perciò j =rif-+-2S, che appartiene alla 
fpirale di Archimede • Nella curva fi voglia la norma- 

le coftante; farà i- — . :=itt: in primo luògo oflervo, che 

a X 

polla y coftante ed eguale ad a^tzX fuppofizione fod- 

disfà air equazione ; dunque il circolo del raggio = et 

è una delle curve cercate ; inoltre dall' equazione ri* 

cavo yydn^+yy dy^ zzz(t/idx^\ dunque -==—=== 

^ aa — yy 

N d % a d ^ 

z::zdx=:'^ ; dunque ^' ^ '=Ld%;t cornee- 

che f ' ■. — p è un arco di circolo del raggio rt://, 

y/ aa-^^yy 

e del fcno =: j ; dunque 1* arco % eguale Af ^^ — 

y/aa—yy 
avendo il raggio =: ti > avrà il feno eguale ad y . Per 
coftruire queita curva col raggio FAzrza fi deferiva 
il^ circolo ( Fi£. 63. ) e fi prenda 1* arco AEzziZf il 
di cui feno fia £/; fi con|iunga FJE, in cui tagliata 
FDr^EIz:^ il punto D larà nella curva ricercata 1 

la 
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la quale riferita al fuoco F avrà la normale coftante» 
fc fi voglia 1* equazione algcbraica ci quefta curva 
confiderata alla carccfiana, fi tiri D Lnormale inF^y 
fi chiami FL=zwi, LD = if, farà FD=/£ = 



y/m m-^ n n : ma F D: FÉ: LD: I E ^ dunque P D 

zzil E zz. y/m m-^nn:a::n:^mm'f-nny e perciò 
mm^ nnn^an^ cioè a n — nnzrzmm^lz quale equa« 
zione efprimeil circolo defcvitto foprail diametro FJ5; 
ed in fatti fé fi deferiva quefto circolo FL»£ H, e fi 
conduca GFH perpendicolare ad FD,cdal punto D 
pel centro K del circolo defcritto fi conduca DKH^ 
che concorra con G F in H pofto nella circonferen- 
za, farà D H la normale ricercata collante ed eguale 
ad F B: dunque oltre il circolo riferito al centro il fo* 
lo circolo riferito al fuoco pofto nella, circonferenxa 
à la normale coftante. Ognun vede che per rifolverc 
i Problemi di quefta natura fia cofa nccetfaria fapcre 
la maniera, con cui fi poifa far palfaggio dair equa- 
zione differenziale air equazione in termini finiti ^ il che 
farà r oggetto del Capitoli feguentl^ 

IV. La Geometrica degli infinitefimi ferve alle 
volte mirabilmente per rifolvcre con facilità ed ele- 
ganza alcuni di quefti problemi, i quali^ camminando per 
le ftrade ordinarie , richiederebbero operazioni ardue 
e prolifle da ftancare la pazienza degiiAnalifti»Si ve* 
da ciò nell*^ efempio che ficgue» Nel angola M AK 
C ^fS- Ó4. ) fi. voglia defcrivere una curva tale 5 che con- 
dotta da. quallivoglia punto di efla curva la tangente, 
fia la porzione di quatta, coraprefa frai lati A M ^ AH 
dell' angola, eguale ad una coftante* Quefto Proble- 
ma riefce molto fcabrofa fé vogliafi rifolvere col me* 
todo fopra efpofto ; al contrario la geometria degli in- 
finitcfiiUi ci apre uà moJo affai facile di CDftruire la 

CUI* 



.r 
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curerà ricercata » La retta coftante fia JS C , U quale 
dovendo cflcre tangente farà in efla un punto di cur- 
va ; alla B C infinitamente vicina fi tiri L O eguale 
z BC; dovendo eflcrc firailmente LO tangente farà 
in eflTa un punto di curva , i quali punti dovendo e(^ 
fere infinitamente vicini , perchè le due tangenti non 
diiTerifcono di pofizione; quindi qucfti punti di cur- 
va faranno infinitamente vicini al punto X dove le due 
tangenti fi fegano 9 e perciò determinato il punto X 
farà determinato un punto di curva. Centro X (i de- 
ferivano gli archetti B P^ O Q^j faranno quefti come 
\ BX: X ili ma la ragione di B P : QO fi può fcio- 
glicre nelle tre componenti BP:P M^T^ M : Qj: 3 Qj:: 
QPi dunque ancora J5X:Xj2_farà comporta da que- 
lle tre ragioni . La ragione poi di -B P; P M è eguale 
alla ragione di AR : R B ( condotta A R normale a 
MC ) perchè i triangoli MPBy BRA rettangoli fo- 
na fimili per adequazione ; la ragione di M P : Qj: è 
di eguaglianza, perchè BC è eguale ad i^O, e^ in- 
oltre BX = PXyXO^iXQj perchè tali rette non 
differifcono fé non fé per una quantica infinitefima del 
fecondo ordine; finalmente la ragione di C Q^QJ^ 
è eguale alla ragione di CR.-RA; mz le tre ragioni 
A R : jR JB j di eguaglianza , e diC R:A R compongono 
la ragione di R CiRB; dunque B X:X jQ=X C:: B R: ti C, 
e componendo BC: BX: :BC: RC ; dunque BX=z 
RC; onde fc in tutte le pofizionidi J5 C dentro l'an- 
golo Mjf N)in maniera però che le eftremità ByC C 
fieno ne lati dell' angolo, le quali pofizioni fono in- 
finite, fi calino dall'angolo A in B C altrettante nor- 
mali I e fi taglino le £ X eguali alle rifpettive R Cf 
i punti X daranno la curva cercata • L' equazione di 
quefta curva è facile a dedurfi dalla corruzione; fi ve- 
da il Capo 13. del Lib. j, Tom. i« La difficoltà prin- 

ci^ 
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cipale dei problemi di queflo Capo 5 confille ( come^ 
quella del Capo 14. 1. i. ) in paflare dalle equazioni 
differenziali alle integrali ^ del che trattiamo nei Ca- 
pi, che fieguono. 
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In cui efpofiejt come adoperando le volgari operazioni • 
algcirrakhe oitenfnjt alle volte /* integrazione 
delle equazÌGni differenziali 
di primo grado . 

I. TTRa ì metodi, con cui gli Analiftl tentano V In* 
Jl tegrazione delle equazioni differenziali, merita* 
no particolare confiderazione quello, che è fondato 
nella feparazione delle indeterminate , e quello per 
cui cercafi un fattore, che renda T equazioni integra- 
bili . Prima di efporre 1' andamento di quefti metodi 
faremo vedere nel prefente Capitolo come alle volte 
colle volgari operazioni dell* Algoritmo ^ e coi felici 
artifici d«lP Algebra fi giunge a determinare g' inte- 
grali delle equazioni differenziali, Qaefti metodi fo- 
no tutti egualmente imperfetti 5 elfendo pochi i cafi 
per cui vi fieno regole generali, L' Analifta à qui tut- 
to il campo di far prova, della fua abilità , ficcoii^e deN 
la fua pazienza e fortuna, perchè in fimilì ricerche 
fi cammina per lo più, come fi fuol volgaruicnre di- 
re j a taftone . Noi coerentemente al fine propoftoci 
efporremo quello che più fi confà per la mi^jorein- 
flruzione dei giovani, e ci guarderemo dair aaiunc 
farraggini di regole e di precetti, atte più a l.raipi- 
dire e confondere , che a rifvegliare > ed erudire 1^ in« 
tcUetto dei principianti. 
Tom. IL Z Ih 
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II. Sia da intcgrarfi V equazione ^ rf v != >^ // ^—^ 
X dy ; quefta equazione , come giace , non fi p«ò in-^ 
tegrare j ma fé fi trafporti il termine >cdy^ onde fìa 
y dx -^x dj :=LX dx ^ V equazione ammette integra- 

X X 

zione , eflcndo il di lei integrale jx = — + ^, Lt 

2 

quantità collante A deefi Tempre aggiungere paflando 
dal differenziale all' integrale > altrimenti quefto non^ 
farebbe completo , come è facile ad intenderfi . Se V 
equazione propofta fia j d xzn x dx -^^x dy ^ non ba- 
lla per ottenere V integrazione trafportare il termine 
pcdy^ e {cri^CTQ yd X — xdyzzz X dx ^ perchè lapri-, 
jDa parte di quefta equazione non è integrabile; ma 
fé r equazione dividali per x x diviene eiTa integra- 
bile cflendo — 2^z=zlx^ A V integrale dell' equa- 

X 

,.— • I ydx — xdy dx ... . _ 

xione differenziale * ^ = — ; il logaritmo fi 

XX X 

è prefo nel fiflema) che à per fottangente V unità. 
Ili. L' equazione differenziale da integrarfi fia la 

^ 2x dy— ly d X . . - 

fcguente — ; = rfas in cui x. lupponefi 

X— Jf 

data in qualunque maniera per la fola j , o la fola x. 
Si aggiungano nel numeratore i quattro feguenti ter- 
mini che fi elidonoj cioè xdx — xd x-^y dy — ydjy 
onde fia 
X d x-f-x dy — y d x — y dy^-^xdx-^x dy-^y i x4-y dy 



dzf i il primo membro di Quefta equazione è egua« 

le 
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p ^ .^^q ap 

pofto X — Jf=: jp5 x+jrz^' ) farà i — 2 i =:dz^ 

PP 

ed integrando avremo JL = :& 4- ^ ^ cioè '^ z=z 

p ^—y 

Z'+'A. Sia queft' altra equazione da integrarfixx-// x; 
*^xydy'+-yydx=zdz,i% fia data unicamente per 
x; moltiplico in primo luogo per Xj onde fia x-^ d x 

^ x^j dy '^y^ X d X zzz X d z ^ cioè xdx. ^^^yy 
-^-y dy .X x-zz: xd 2f . La prima parte dell' equazione 
certamente non è integrabile ; ma rendefi integrabile 
fc y dy fi moltiplichi ancora per yy ; pertanto ali* 
una, e alP altra parte delP equazione fi aggiunga-* 

y^dy^ onde fi cangi quefta in xdx+ydy.xx -hyy 

':=zxdz,^y^dyy la quale a per integrale 

4 

=:fx d z,-i- ^. Vogllafi V integrazione dell* equa- 

4 

zione X X dy -+-2 xyd^y '■\-yydy znaa dx ; aggiurt- 
gafi air una e all'altra parte il termine aady^ onde 

fia X X ^jf-+-2 xy dy+yydy -+- aa dyz=:a a. dx^dyy 

(t a » d x^^d 7 
dunque dyz:z ; , e pofto x4-j = *, farà 

, aa d Zf j ^ a A d t) ^ •./. 

dy = , onde y z=if 4- A , cioè fa- 

z» 7»-\-'(i(t % zi-4- aa, 

rà y eguale ad un arco circolare del raggio eguale ad 

Zi 4 , del' 



^^-^y y 



y 
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• 

ày della tangente eguale ad x+jf, più a mena una 
collante; laonde fé nel. predetto circola prendafi un 
arco eguale ad y più o meno una coftante ^, e dalla-» 
tangente di queft' arco fi tolga la j^farà il rcfiduac* 
guale alla x corrifpondcnte ^ 

IV. Sia r equazione differenriale a x-f- bj^^d^ 
^ e X ^ey .djz=:o da integrarfi .. Fingo V integrale^ 

di quefta equazione eguale ad x-4- ^j . x^By =r M; 
M è una coftante 5 m^ n^ A^ B fono quantità da de* 
terminare * Paffando dal numeri ai logaritmi y e diffe* 
• j r X dx-^Ady , dX'+'Bdy 

rcnziando fari m^ , ' 4-n,— ^z=:o >, 

e ridotte quefte frazioni alla ftefla denominazione fi 
avrà la feguente equazione fimile alla propofta^ cioè 

n/ 4- » . X -+- rn h -^ n A .y » d X ^-^ 



mA+nB. x ^m-f-n . ABy . dymo ; fatta per- 
tanto il paragone dei termini corri(pondenti fi trove* 
ranno le feguentl equazioni L w + n — ^fj IL»/ B-+- 

n A^b ^ III. w^H-« JBmr, IV. w+«.^B=f. Col 
mezzo di quefte quattro equazioni fi devono determi^ 
nare le quantità -^^ £> m^ «; pertanto divifa la quar- 

ta per la prima fi avrà la V^ ABzzl — ; aggiunta la 



feconda e la terza farà tf.. -44-Bi=:i-t-r, onde a* 

h - I I e 

vremo la VI.. A^Bzz. »; alzando q^uefta al qua- 



drata avremo. AA-{-xSB^BB:=^ \ e fottra-- 

ad 
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cndc da. quella, la quinta moltiplicata per 4, ed e(^ 

tratta la radice avremo la VII. -4— B =: 1 — H li ; 

\ a a a 

paragonando finalmente la fefta y e la Pittima equa* 
zione fi troverà A= ^ ■— — -1^ 2 — 



£ ZZI 

2 ^ 

determinati i coefficienti A ^B è cola facile col mez- 

zif delle due prime equazioni determinare gli efpo* 

, ^ Aa—b h — Ba 
nenti m ^ n\ ritrovandoft m =: — , n =: -— -• / 

jz — n A — - a 



.T» 



onde farà detcrminata ancora T equazione x^Ay » 

x-4- By =M , che farà l'integrale della propofta e- 
quazione differenziale. Quefto metodo fi può appli* 
care a tutte le equazioni, della feguente forma 

axx--t'bxy'+-cyy.dx^ ex x-f-jxy-^-gyy ^dy z:zo^ 
a x^-h txx7 + ^^JJ + O^ ^ d X ^ 



fxi-i-gx^y^hxyy H-*jf^- dy:=io^ 
&c. &c. &C.. 

Alle volte fi infinuano quantità immaginarie; il che 
non indica , che fia alfolutamente impoflibile T inte- 
grazione delle equazioni differenziali ; ma fol tanto » 
che non fi pofla cifa ottenere con tal metodo .. 



CA- 
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Si tenta V integrazione delle Equaziioni differenziali 
di primo grado colla Jeparazione delle 

indeterminate . 

i. ^^Gniqualvolta V equazione differenziale di prì- 
V>/ mo grado ammetta la feparazione delle due 
variabili, fi riduce alla forma, che fegue cioè Tdy=z 
X^x, in cui r^jy è il differenziale di una funzione 
della j , ficcome Xrfx lo è di una funzione della x; 
onde integrando V uno, e 1* altro membro per le co- 
fe dette nel libro precedente , fi avrà ST dji:=SXdpc 
^ A i e perciò farà data in termini finiti la relazio- 
ne fra le variabili x, ed j ; la quale farà algebraica, 
fé ambedue i membri della equazione STdy ySXd ^ 
fieno algebraici; farà trafcendente, fé un membro fia 
algebraico, e P altro trafcendente , ovvero fé ambe- 
due faranno trafcendenti ed incomparabili . 

IL Si dilTe nel Capo precedente effere pochi quei 
cafi in 'cui V equazioni differenziali di primo grado 
ammettono la feparazione delle indeterminate , in con- 
fronto di quelli, che non V ammettono. Tra le pri- 
me fi annoverano V equazioni dette omogenee, in cui 
la fomma degli efponenti delle variabili in ciafcun ter- 
mine è coftante . Sia dunque P rf x = Qdy ; -P ) i^ 

fono due funzioni omogenee di x , jf ; onde — farà 

una funzione omogenea fenza alcuna dimenfione ^ la 
quale pofta j = «x fi trafmuta in una funzione data 
per la fola «., la quale funzione fi chiami V^ farà//j 
=:F^x; ma abbiamo y=.ux^ onde dy:=ixdu'-{^ 
udxi perciò foftituendo quello valore in luogo di dy 

farà 



e A P O VL 183 

farà ^iu^uix-zziVdx ; e perciò — nr—JL. c^ 

X V—u 

auazione in cui le Tariabili.fono feparate ^ ed il di 
CUI integrale e / x :='j— — .* per mezzo di quella e* 

K — u 

auazione fi conofce la relazione fra x edii,ed in con* 
leguenza farà nota ancora la relazione fra x^ ed y% 
giacché abbiamo y^nux. 

III. Sia propofta P equazione differenziale dx. 

ax^hy =dy. cx-i-ey; per feparare in quella l^^ 
indeterminate pongo y z=zux ^ farà pertanto ud x ^ 



, , Mx-^by . a-^bti , dx 

X duz=zdx . ^ z=dx, ; onde — =s 

^x + ^jf e -+- e u X 

, l 7 

du . e u — H 



d u .c-{- e u 2 2 



d u . — H 

^ ^ ; onde integrando farà 



/x= /. 



— Z 1/4 4-fc — e . u — 0uu-^^A. La formola affetta 
dal legno fommatorio generalmente parlando dipende 
dalla quadratura del circolo e dell' iperbola , come fi 
è dimoftrato nel Capo 8. del primo libro • 

IV. Quello metodo di feparare V indeterminato 
nelle equazioni omogenee è univerfale, ne viene slU 

tcrato dalle quantità radicali 4 né trafccQdenti ^ pur* 

che 
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che queftc contengano funzioni della at, e della j, 
che non abbiano 4imenfion« alcuna , come farebbe 

lìLLfLlìill^ e^ ' , r arco che à per feno 

X 

j Cof: — . Sia 1' equazione differenzialo 



,1 , |7 y 

X dy-^j dx :=zd X y/ x x +JJ ) farà ~ = 

dx 

'^ ^ — ^ — ^^ pofta jf = « X farà «ix-Hx*/?»— 

* ! r j j ^ dx du 

ti '\- y i -+- im • d X 5 da cui cavau — = 



«H-\/lH-«tt ^// , udu . . V 

= > . — = r ^ +^«] : 

(« + v^i -i-.v«);onde integrando farà lxz=i l A-\^ 

l U^y/ l-^UU i cioè X=-4.«4-y^l4-«« = 

^. X. 4-l/i+ 22.; da cui ricavafi xxzr.AA-Ac^ 

X XX 

2yfj, equazione alla Parabola* Sia V equazionej^x; 
=:x d y /i -I-^;faràrfj= -■ - — i 

X 

n, , U d X n 

pongaj=:«x, avremo udx^xdwizi 



l y/ l^UU 

^jx^dx dulJi'-\^uu , ,,. , . 

onde — = — — 1 1 dove abbiamo la ricerca- 

^ U'-^ut^ i^uu ta 
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ta feparaxione • Alcune equazioni benchi non fieno 
omogenee > poffono nondimeno ridurfi a tali con qual- 
che foftituzione ; fia ppr efempio dz^z»z»dK:zz — : — • 

XX 

\^, , ' ^' 

pongafi z» z= — 1 >. /bftitùèndo fi avrà T. equazione o* 

y 

mogctìC3L X xdyz=zdx(x X — ^yy)* Quando T c- 
quazioni non omogenee poflbno ridurfi ad ellbre tali 
per lo più ciò fi ottiene, ponendo x =:ii|", j = «* , 
perchè foftituendo facilmente fi vede, quali determi- 
nazioni fi debbono dare agli érponenti m^ ^> p^r ot«^ 
tenere ciò , che fi defidera • 

V. Sia 1* equazione differenziale generale del pri- 
mo ordine , in cui fi vogliono le variabili feparace j 

tale equazione cosi efprinaisfi ^ 4-> x + cy.dx=: 

^ H-/^ H- ^ J • ^yi pongafi a^b x+cyz=zz , c^fx^^ y 

-zzu ^ avremo sbdxzzzudy; inoltre farà 

^g — cu — a g-^ee ^ tu-^%f ^ af^be 

bf^cj ^ bg — cj 

dunque d x: dyz=^gd%—cdu: &//«—-/</»; ma abbiamo 
d x: dy ::^ : % ; du nque farà g%d% — cz^duzzz budu 

. — fudTb'it gz^fu . d zz=z btd^csb . du . Quefta ul- 
tima equazione è omogenea^ di cui abbiamo parlato 
nel numero 3. Quando per altro fia ^^=^/5 allora^ 
divenendo bg — cfz=o^ fi introducono quantità in- 
finite 3 che rendono inutile il metodo ; in tal cafo dee- 

fi avvertire , che dovendo cifere /= -^5 farà fx-^gy 

e 

= ^ x^gy = 4- . kx-^y y e pofta ^zs:f$ì Te* 

■ . I ■! ■ I I ■ ■ 

quazione verrà efpreffa cosi a dx^bx-i-fy • rfx=: 
Tom. IL A A <^y 



J 



i^ iy.J^^^,;b x^cy . dy; onde poft'o iu^ cyrzzz^ 
farà ad x+ tf dxzized y + nz dy^ md. abbiamo 

dz— bd X . . , — 

dz—bdx 



5 e perciò ^i c^^c z-^-et^^ n^bz. dx:::m 
li 

c^nz.dZfiQTìdedxzz g +«3& ,.dz,, e- 

quazione , in cui abbiapo le incognita feparatf? * V e- 
Guazioni differenziali del prin^o ardine ^ mia di grado 
luperiore^ cioè in cui le variabili afcendono a poteftà 
fuperiori non ammettono feparazione d^ile indetermi- 
nate fé non in pochilfimi cafi^. pi^e non merita^np . di< 
cflcre qi\i confidrrate • - 

VI/ V equazione dìfférenz\i\cdy'4'Pydx=iQdxf^ 
in cui P 5 j^forio funzioni qualunque di x, ammette 
feropre la feparazione delle indeterminate . Pongafi 

^Fdxziz- — 3 ondcfiarPtixzrw/»;e xrre^^ ^; 
fingali inoltre\y= z« ; onde' fia dy zri z ,d u-^ ti J zzz: 

r\ j u j r ^ •» 'ÌÌd>c l'y , J/dz 



ma •— •P/^>tfzt;A.j dunque ^«:;=i-^2i^ Q;dx^ 

ed integrando //==/« ^j/ ^ ;'' e*' finalmente 



y=, e ■ *^/^ Qjl x^ 1^.' Quando prendefi li-, 
fomma di Rdx non occoiifLaggiungere coftantealpu* 
i»i pQrctò^ qualunque 'eflTar. fi«ft , la formoia > Chì5 efpfi- 
me la jy è fómpte la ftcfla . Se abbistfi da trattare V e** 



qMìióne dy^PyÀ x^= Qj'^^^AKi fr ridurrà que-. 
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fca facilmente ^Ha forma Scilla precedente col porre 
fb:zz -^i imperciocché, arxemo -^;= — .—-5 ond^^ 

yn J «^ 

divifaT equazione j^erj > e foftituendoii avfcà-*^ -^ -+• 

TJxzn^ ») offia rfaj — n P z d x =: — n Qjt x . 

z 

VII. Tutti i trinomii, ^bè contengono folf potè- 
ftà delia x ^ e delia j fi* fiauconb al ìcg\iaitQa'x^itx 



byx Jxrzdy^ perchè il trinomio gèneralc-delte 
poteftà di X 5 xjd^jf % e x-y d x -^'e X y d xzzzx y dy ; 
dividendo per^ ^ ^j ,div/qne eflroir:>c^^//pc-j-f ;>j^""\ 
y </ * = ^ '"'^ J » facciali jf "" djb=.'d z> ^ otrdfeiìa 

/ • • = J8 ; fi avrà j«-'= /-r- r -{- i a/""' *'. 

Pongifi /— r + 1 ±2 — , — - — --^ = ^ > * 

e = /i j /> -^ f = w, X — f =: « fatte le foftituzioni nel 
trinomio generale > prenderà eflb la formai che fi vo- 
leva ^provare • Intorno a cui benché abbiano mol- 
to tiav^liato gli Analiftì, ciò non oftante. non , fo- 
no giunti a lepararvi le itiideterminate jlenonnelca- 
fo , in cui fu ^ ^r I 5 in qualche cafo , iti cui con^ 
una. conveniente, folbtuzione fi può rendere omogenO) 
e finalmente in alcsni catì) in cui fia f •== 2 ^ onde il 
trinomio prenda; là forma ^i >c*i ^-h 6.^*x* d-xa^dy^ 
che Tuoi venire sHlora fotto il nome di formola Ricr. 
cattianà. L:i Separazione hel "prriiià cafo%*ottienfi pel 
numero precedcH'te ; nel fecondo va^liono le cofe det«» 

Aa t te 
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te al nun. 4i 'efta dunque Col tanto a determinare i 
cafi delia feparazione per la formola Riccatiana ; la 
quale pofto b x* d x-=zdt,à* onde ^x*** = «-4-1 . % , 
e fatte le debite foftituzioni fi trafmuta in un trino» 
mio di quefta fórma (if )//j4-jrjrf» = cai' rfz. Pon- 
gali ora j= -^1 »'**''=/} fatte le fo^ituzioni farà 

=X t 

(B) d r-^r r d t-:=ft'^^dt ; Ce poi pongali jf=-^ 
*— JLj ed «= — efeguite le convenienti foftituzio- 
ni avremo (C) dr^rrdtzz.ft'f'^dty, i triooBÙi 
B , C fono della ftefla forma del trinomio A . Ciò po- 
fto così la difcorro: fè fia f=:o fi fepara«o fubitole 
indeterminate nel trinomio dy-^-y^d »=icz,^dzi 
dunque fi feparano ancora nel trinomio (C) In cuil* 
efponentc di t farà —4; pofto dunque nel trinomio 
(A) p =—4, avremo k feparazione delle indeterminate» 
giacché il trinomio C è della ftefla forma del trinomio 
A ; dunque fi avrà cfla ancora nel trinomio ( B ) di- 
venendo 1' efponeatc di «=Ili, e perciò quando 

fia nel -trinomio Y^)> = ^^ fi otterrà la fepvaaio. 

3 
ne delle indeterminate, giacché il trinomio S è fimì- 

ie al trinomio A j dunque fi feparetanno ancora nel 
trinomio (C) dividendo 1* efponente di t =— r > ^ 
perciò nel trinomio {A) €% ottenrà la fepttwione del* 

le indetetminatc , quando fia /=^i « ^'^ ^^ °** 
- - 8 

52 
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no in mano raziocinando e facendo ufo alternati"^ a« 
mente dei due trinomii (B)> (C)fi proverà che ^eV 
trinomio {A) faranno le indecerminate feparabili o- 

£ni qual volta (ia ^ = "^ . « g denou un numero 

intiero e pofitivo . L* equazioni , oltre V efpofte y che 
ammettono la feparazione delle indeterminate fono 
aflat particolari ed in confeguenza comecché di poco 
ufo, non (T pongono in quefti elementi • 

Vili. Le equazioni del prefente numero non fi ad- 
ducono già perchè per fé fteflTe meritino particolare 
attenzione^ ma foltanto per fare conofcere ai Giovani^ 
come fi deono effi induftriare per rintracciare nei bi« 
fogni le opportune foftituzioni • STia 

■ ^ ' = rf » , in cui (i fuppone x da* 

ta unicamente per y ; eflendo il numeratore integra- 
bile, fi faccia iyaj^xdj^ydxz=zadui ondcL^ 

integrando farà yy H- x j zzzau ^ ed x =: ^ ^^ , 

y 

onde fatte le debite foftituzioni V equazione propofta 

fi cangterà nella feguente t=:rf;&; 

. tf u ^yy . 

ed -2Ì-- — =i?»5 dunque ^ifif — udzf =iyd%\ quefla 



ultima equazione fi prepari cosi u. :=zdsbi 

À J 

Sacciafi — ==^ -— i fi^xà / da(a per j > e 1^ equazio* 



ne 



ipo 
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ne diverrà « . r= rf fc ; pongafi fimlmento 

u f 

Ìl^Ìlz=:Ìl, ed integrando farà /tt~// = //;on- 

n ì t 

de -^=r#5 ed » = /f ; fatte pertanto le foftituziom 

fi avrà st -zzdz^y offiay^ = — , e / = / — .11 

f ss 

metodo adoperato in cjueft' efempio fi chiama deliaci 
dimidiata f€paraz>hne , il quale refo familiare apporta 
utilità fommà.Sia propofta l'equazione aydy=jjdx 

^ et 
^xxdx ; facciafi, j = i^ 5 foftituendo ^^xka^qpdp 

^appqdqz=:.ppqqd x-^aaxxd x; fuppongafieP» 

fere a q,q p dp = q q ppdx^ farà ^ =idxyèalp 

= x, prefa la futtangente della logiftica eguale ad i; 



X 



dunque farà p = ^'', onde foftituendo quefto valore 



%9C 

a 



ài p neir equazione data per p^q^^y avremo e 

qdq = axxdXy CV^tciò — l——=qdq^ C 

zaf^^ ^ = tf ^ 4- -/l ; equazione in cui fonoTin- 

e* 

e^nite feparate : Sia reqtiiziorte 4>fl* x^ </ x4-4 a^bxdìe 
J^/^abyxdx-^-iaL^ydx-i-bbyydx — àb3dy=o. 

Facciafi la foftituzione jfzs^x^a-HC;, farà dy = 

Adx 
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Aix^àti^ ^^ yj -=1^ Axx^lA%x^%t,^ 
lAGx'+'ZGZf^GG; eliminando pertanto T j , ed 
il dy dair equazione propofta avremo 



{ /^a a-^^ab A -^bb^AA) x x d x ^ ( j^a a b ^ 
j^abG -i-iabb A +ibbAG)xdx^{iabbG 
j^bbGG — ab^A) dx-i-i^ab^ibb A).% xdx 
4-.(2 4 hb^i b b G) .zdx^bbziZfdx — élbidz:=zo . 

Se io determino il valore di A in maniera, che il pri- 
mo termine Cisl =z o^ ritrovo Azrz — -— , dal che ne 

Tiene> che fvanirca ancóra il fecondo ternìine) ed il 
quarto . Per togliere poi il quinto termine ritrovo 
G z=z — a^ e foftituiti ì valori di A^e di G nel terzo 
teoiune) diviene etto aabb d x ; onde: diyidéxklo per 
b by rimarrà T equazione a a d x+2i x» d x — a bd%:zz0^ 

u b d 2> 

oifia dxz:z — > equazione colle incognite fò« 

parate • Quefti due efempi fanno vedere ^ che ìntro» 
ducendo nella fdftituzione varie indeterminate > fi poi*' 
fjno quelle alle volte determinare in maniera > chc^ 
fvanifcano'i terrùìni impedienti la feparazione* 



/ . . I 



/ » * 



CA. 



tp» 
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CAPO VII. 



V 



In cui Ji Unta V integrazione delle Equazioni diffe^ 
renziiali di primo grado col mezzo dei 

moltipticatori . 

I. y^Uefto metodo in riguardo alle equazioni cho 
V^^ trattiamo fi cftende poco più oltre il metodo 
^^^del Capo precedente ^ ma per altro abbiamo 
it vantaggio di potei Io adoperare neil^ equazioni dif-' 
ferenziali di qualunque grado , e che contengono an- 
cora qualunque numero di variabili . Prima d^ ogni al- 
tra cofa conviene ben comprendere il fignificato di 

quefte cfpreffioni ( —— N , ( -- — j pofto M funzione 

(d M\ 
1 — ) ^" 

gnifica, che fi dee differenzia^re M fupponendo variabi- 
le, la fola X| e non già la v > e che tale differenza^ 

poi ù dee dividere per i/ x ; 1* altra cfprelfioDe| — - j 

vuol dire, che fi dee differenziare M fupponendo flu- 
ente la fola y , e collante la x , e che qu efta diflfe- 

renza dividere fi dee per dj : cosi fé fia M =/x x-j-j j , 

\dxj '^/xx-^yy \ « J / ^xx-+^y 
V cfpreffione poi (4^ ) fignifica , che la quantità 

^ è fiata di nuovo diiFerenziaU fupponendo 

dx J 

va« 



farà 



variabile la fola j, -e divifa per //j,« r ^ x'ji ) ^ 

gnifica, che L-^r— V* fiata di nòovo difFMenaiat?w 

fupponctrdo variabile la fola x\ e divifa per J ^ . 

IL Tre ptincìpii conviene /qifì anvftìettrte" <oifi& 
iicuri I comecché fondati nella natura del Calcolo 
diiFerenziale . I. S? fia data una funziona qoaittriqufi 
V per le variabili x , j > a &c. e f e fi diffenzi y 
lìipponendo la fola x yariablle , onde fu dV=^d dx^ 
e poi fupponendo "variabile . la fola* j', onde /ira-. 
dVznH'dy -5,indì /fupponendo fluire là fola' h , orìdéiii 
df^:=z V d z» , f^r^ la differenzi 'della funzione V 
facendo variare tatto // r=: M rf x-f-N i/j-pF zi i 
&c. IL Se in nona fanzione differenziale dotata^ 
de\ fi^p integrale^ (i.^blgano tutti i termini che cpn^ 
tengono dy > 4Ult^P: - ^^^ refteri farà il differenziale 
deir integrale wppphendo variabile 1^ fola x e vice* 
yerfa • Qui abbiamo fuppofto la formola data per ie fole 
variabili X , j ; fé folfcro più variabili, tolti ì termi- 
ni j che contengono il differenziale di una , quello che 
rimarrà farà il differenziale dell' integrale fupponendo 
fluire 1' altre variabili . III. Egli è cofa indubitata i 
che pofht M funzione di x , e di ^ fé fi diiFerenzii 
M iupponendo variabile foltànto la x, onde abbiali 

[ -^ — j ; e fc in feguito fi differenzi! ( — - j fuppo- 
nendo variabile foltànto la y , onde fia f -_ ^ , è 

cofa indubitata dico che quefla ultima quantità fia^ 
eguale a quella » che nafce difFerenziando M. foppo- 

nendo variabile la fola j , onde fia ( — - V e fé di 
^om, 11, B b nuo» 
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nuovo fi difféteniii (—^ (upponeodo. variabile 1» 
fola X, onde fia ( - — r-\; laonde avrà fempte la» 
go quella equazion<i {^—^ ^ = ( Tw^V ' 
fatti pofta M= \/xx4-.jjj onde fi* ( -t — j = 

-^ • farà ==. :i— — r ; "inu* 

%/xx4-J^J «J^^. ■ ; A 

Olente, a trova. 4-^= 11 r- QS^^ ve- 



XX+ Jfjf 

trtà. vale per tutte le formole. contenenti ancora fòra- 
matòrle , e farà da noi dimoftraÉa: nei libro feguente, 
-dove efporretno il Calcola delle Variazioni*. 

IIL Quando la. quantità M fia' funzione algebrai- 
ca. dì X , e j ,; ovvero fé contiene fommatorie j. fia là 

X feparata dalla y , come farebbe yf > f^^^i faci^ 

X. 

le differenziare M prima in fùppofizione di xf fluente^ 
ed in. feguito di y y e viceverfa .. Ma quando il fcgno 
fommatorio racchiude neceflariamente ambedue le va- 
riabili non fi sa colle regole ordinarie trovare tali dif- 
ferenze; come fuccederebbe fé io. volefll differenziare 

f ' ^— y fupponend(>. variabile la fola, j . Per rin- 

tracciare: adunque il metoda di determinare quefte dif- 
ferenze,, ^ /P4(x^ale che non fi poffa attualmente 
integrate > ne fi poflfa. feparàre in P la x dalla j. Fin- 

go 
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go Z:zzfPdx^T^ Y h una coftantc la gualc dee 
contenere anche là j , che qui fuppORclìcoftante, al- 
trimenti r integrale Z non farebbe complctp ; fingali 

eflendovi in T" la x j Inoltre / — — j = P j e perciò 
f . j=-— i Ma pel numero precedente abbiam* 

in confeguenza ^^r^i/xY-— Vondè Vzzfix^ 

quc la quantità T fi ritrova dlfferfcpziando P in fupptf. 
CzioVe' della fòla jf variabile, e dividendo tal aiffe- 
xenzlale per rf j , e moltiplicando per dx^ ed in^ 
feguito integrando in fuppofizione che fluifca la foli 
X : quefto integrale oflia la V moltiplicata per Jy , 
farà il differenziale ricercato di fPd x in fuppòfizic^* 
ne dalla fola y fluente • 

IV. Sia ora una formola differenziale Mdx -f-N dy ^ 

in cui fi verifichi qucfta condizione / i^ W fili \ :, 

io dico 5 che il fup integrale è/Mdx-^Y^ rè unaquaii. 
^tità dauper la fplajf,che infegnererao determinare, (av 
▼crtafi , che nelle fómmàtorie fi -fuppone Aliente • foltantè 
U ▼ariaWlc iella differenza . Dinwftrp ; fi differenzi la 

fib» £ot'" 
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. formpl9r.Hit(!graje, fupponcn4o prima variabile la fola x^ 
nafcerà, M^.x^fi. djtfercazi ùioltrc fupponenda varia* 

bile la y ^ nafccrà ityf{——\dx-i'dry pel numc^ 

rò terzo jma e f — — ) = v 'j — j» ^ pcrcx6 

/ f .- — j . d x=N4-Z, la qual Z deve cflerc data per 

ta fola y fupponendofi m quella integrazione y coftan- 
te; dunque il differenziale completo del noftro integra- 
le feri M dx^K d y ^Zd r+r y e-fatta —fZ dy d znT 
farà il predetto differenziale M d x^K dy^ che è ap- 

Pntb la formola propoftà . Dunqiae , per (kfiermxnare 
integrale delhi noftrà formola differenziai^Ie altfo nea 
rimane , che determinare la T da aggiungere nei cali 
particolari zfMdx; il che cosi ù. ottiene; (ì diffe« 
Ki\zi fM d X in fuppofìzione di x fluente fòltanta; 
Tdipot fi differenzi la- fteffa fM d x in-ftippafizipnc det 
la fola, y variabile ; queftl drSerénziali fi fQttra|gano 
dalla foimoFa prppofta y ed il refiduo farà =z d'Y^ e 
perciò là fomhiatofia del refiduo fariinT. Come fi 
è dimoffrato che P integrale della noftra formola M^at 
•4- N dyi fM d x pfù una funzione di y ; così fi dimo- 
'px2Ly che r ìiitegrale della flbRfla formola è /NWj più: 
una funzione ài x da determrnarfi nei cafi. particola* 
ri {:ome abbiamo infegnato determinarfi la furizione di 
"Jy*-, GBcJc potremo, fciegirere dei due integrali'/ quella 
^Ke .'torna più comodo •. Venga la: teoria illuftrata co* 
gir efempi, che ftgaono. Sia la formola j // x -f- x ^j^ 
i- a dy; io cui abbiamo M =^j> N = x*— 4 5. onde 

incegralt adunque •artal^fcrmòla fSirà/JW d'K^ ^ =::: 
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y x4- T . Per determinare la T differenzio xy prima 
in fuppofizione di x fluente e poi dì 7, ed avrò y d x 
xdy; fottraggo quefto differenziale dalla formofa 



propofta, ed avrò — ^ dy ; onde farà — 4 y = T , e 
perciò» r integrale della noftra formola htkxy — ay. 

Sia la fecondo Iuos.o la fornu>la ^ ^ , '~ 7 ^ Z 
in cui fi. veriEca che ( ^ — |= f^ — V ^rà^ fonv- 

M dm ^^ JW ^^ 

mando > cioè — , fupponcndo variabile lafoU 

d X X 

X y fari dico/ — = — ; di quella fonuoatoria fi litro^ 

vi la differenza fupponendo una volta la foIaA^fluen* 
te ). e 1* altra la fola y y farà la fomma di quefte di& 

ferenze —y e fottratta quefta fomma dalla 

feroiola propofta , il sefiduo farà — «^ > il cui integra 
le è — ly^ V integrale adunque della noftra formo^ 
Ta è* ly. Sia propofta in terzo luogo la formola 



d^X\/ X X -^-yj X dy\/xx-^')t y . 

■ — » . 3 m cut abbiamo 

jy >* 

y 

fa condizfone y cfie il differenziale di ■ ^ ^ — JIJL 

y y 

flipponeado flbente la fola' y fia eguale al differenzia^ 
k di — fV^^ yy fuppQfljj^ i^ foiij^ ^ ffuentc/iiar 
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perciocché in ambedue i cafi ritrovafi tal differenzia*» 
le z=: ^ ^ ^ ^^ j_ ,• dunque il fuo integrale è 

i<x/xxH-7ir ^ y ^ p^^ determinare la r li dìffe- 

icnzii* là predetta fomraatorianna volta in fuppofizio* 
ne che iluifca la fgla x,ed un' altra in fuppoljzionci 
che fia fluente la fola j ; onde iia tal dilfcrenziale 



. jy j' yx x4~yjf 

punto la forniola propoftay e perciò in -quefto cafo 

abbiamo T=(? e V integrale completo = / ^; 

^uefta formola elprime un arco di parabola il cui pa» 
«metro fia zj; il quale arco è inoltre divifo perjfj 
Je X poi fono prefe nella tangente « 

V. Dalle formole è facile il paffajgio alle *equa« 
zioni fia da integrarfi r equazione di&renziale 

g\ydx — xdj =Ldx. xx-hjjf farà ^ ^~^ ^ = 

. — ; il primo membro dell* equazione à h condizione 
ricercata; onde ve} iiumero precedente ii troya il fua 
iaccgrale /— 2— — fuppoacndo variabile la fola x U 
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X 



iccondo membro dell' equazione fimilnente è integra^ 
bile cffcndo/ — =^1ÌL— j onde T integrale della 

m>Ilra equazione è/— ■=: ■> , Per deferi ve- 

le la^ curva j. a cui compete quefta equazione ( Suppon- 
go per brevità. Az=. o) fi delinei centra C ( Fìg. dj. ) 
e coir intervallo eguale ad a il cìrcolo AB D ; ài* 
poi fi conduca un q^ualunque raggio CE\ il quale fi 
produca, indefinitamente , e T arco A E fi chiami x; 
e dentro V angolo ACL {i metta. G F normale zC A 
ed eguale air Àrco> AE^ farlG Fla tangente delP arco 

C G.x 

i — 4-> prefà per (eno tutto la CG ; ma abbiamo an-^ 

Cora dair equazione- integrata x: eguale alla, tangente 
àdV arco — 3 prefa per féna tutto la y ;. dunque pò- 

flÉa G F = a: ,. farà. C G = j j ed in, confèguenza il pun- 
to F*è nella Curva ricercata . 

VI. Quefto metodo di. integrare le fórmole , e l'- 
equazioni diiférenziali non è di. q^uella utilità , che a 
prima, vifta potrebbe fembrare , perchè pochiffime fo? 
no quelle forraole., e. quelle: equazioni, in cui fi ritro- 

VI verificato 3 che fia. =: — ^ ; e quantunque fia* 

dy dx 
(v dimoftratOt eflcre. fcmpre* poffibile,-che una equazio- 
ne o formola y che^ non à tal proprietà ,. la poir<i ave? 
te, fé fi. moltiplichi per una quantità, data per x.ed:^^- 
^.^iò non Qftjinte* non è fiata, ancora, ritrovata., alcuna 
jcegola. generale per determinare quefio molciplicatorei 
il che le una volta riufcifle , farebbe il calcolò inte- 
gjale per quella parte ridotto alla fua perfezione . So- 

nO/ 
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no ftati kdotique coftrecti gli Algebriftì a fermàrfi in 
alcuni ca(i particolari; dei quali ora addurremo quei , 
xhe meritano confiderazione • Ed in primo luogo ri- 
fletto, che fc qna formola Md x + Hdy non avendo 

-.-_ = £ ottenga ciò moltiplicando la formola 

dj dx 

* er una quantità v Jata per x ed y, rifletto dico, che 
o fteflb fi polTa ottenere col mezzo di altri molti- 
plicatori di numero infiniti ; imperciocché avendo la 

formola TC.Aidx^Hdy la conveniente proprietà 
farà dotata del fuo integrale che chiamo »; ondefa- 

rk "TT . M d X ^ H dy ^=: d-tf \ ma dz è integrabile fé 
fi moltiplichi per qualunque funzione di z ,-che chiamo 

F; z; dunque farà ancora integrabile M d x-^H dj. 7r F:z, 

onde avremo -i -=. ' ■ ' — ^ ( num. a. ) i 

dy Àx ^ ^^ 

dunque ritrovato un moltiplicatore tt fi trovi a& = 



fi: . M ^ X H- N i< j ; qualunque funzione di quella-* 
Sommatoria moltiplicata per Tr^darà un moltiplicatore 
che foddi sfarà all' intento . 

VII. Se fia r equazione Mix4-Nij=:oin cui 
introducendo due altre variabili t^ e u ammetta la fé» 
parazione delle indeterminate fi faprà fempre ritrova- 
xp un moltiplicatore > che la renda integrabile.^ Suppo- 
niamo adunque che fatta la foftituzione fi abbia M//x 
^K dyzn Td t^Vdu^ farà T il prodotto di due 
fattori uno dato per la fola t^ e V altro per la fola 
f^; lo fteflb dicafi di V^ altrimenti le variabili t^cà 
u non farebbero feparabili . Dunque fi potrà dividere 
la formola Vdti^ydu per una quantità P data pec 

U ed il tale > che fia pella quantità ^ i ~-* 

Cun* 
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V 

funzione della fola f^ ed —- funzione della fola u. 

£jBendo adanquc integrabile la fojrmola ■ ) 

• • « • » * i» i ■ ^ ^ ^ H"" ^d y 
farà ancora integrabile la fua eguale -^ 

onde introducendo in P le variabili x , ed y, farà P un 
moltiplicatore , die renderà integrabile V Equaziono 
data M 1/ X ri- N i j . Vedafi un clempio di quefta Teo- 
ria al num. 9. Sappiamo pertanto affegnare fcmpre un 
moltiplicatore che rende integrabile qualunque equa*- 
zione che ammette la feparazione delle indetermina* 
te . Al contrario poi dato un moltiplicatore , che ren- 
da integrabile una equazione non fi sa come fi poflf?. 
far paifaggio alla feparazione delle indeterminate ; per 
tal motivo molti danno la preferenza a quefto mero* 
do di integrare ) in confronti? di quello che è fondato 
nella feparazione delle indeterminate; ma fi defidera 
ancora il metodo generale di determinare i moltiplica* 
fori ricercati fenza aver bifogno di ricorrere alla fe« 
parazione delle indeterminate ; onde non abbiamo fin 
ora luogo di efaltare molto il metodo di integrare coi 
moltiplicatori* Rechiamo qualche cafo ^ in cut fi de- 
terminano i noftri moltiplicatori fenza aver ricorfo aU 
la feparazione delle indeterminate. 

Vili. La Equazione dy-^Pydxz:zQjlx$ in cui 
P 5 jQ^fono date per la fola x , non fi può integrare, 
emendo mancante della proprietà , che vi fi richiede • 
Il fecondo membro della equazione è integrabile, co- 
mecché contiene la fola x ^ il primo poi k rende in* 
grabilc dividendolo per y , nel qual cafo V integra* 



d y 

le fi ritrova /Pi/x4 — - z=ifF d x^lj numero 4; 
Tom. IL "^ C e quc- 
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quello integrale fi efprime- ancora così It j; dun- 
q^Lie tutte le furizronl di. quella quaniità divifa per y , 

óùL-^F-il.^ . /jf>read«aAnolaforiaola;rfj-|rP.j^x.- 

iattgrabile num.d.; dunque, farà anoia.! tegrabile detta. 

formola per — F:e j; perche tan^o. è integrabile — - 

. '. 1* ^ ' ' J'" ^ ** 

moUiptUcato per. qualunque funziopCLdi Ir , quanto 

-p_. 'moltiplicato per qualUtìque: funzióne di. r. Fra. 
r ' 

le predette funzioni divife ^per y vi è. ancora^ 
e! , dunxmg qucfta, fari apcora. al cafo . Si molti- 

^ v% J 

plichi pertanto la propofta Equaziorie per e , ed 

indi fi integri, come abbiamo infegnato nura. 4^ trovc? 

KmOsX=e fé. Qjt^^ 

.IX; Sia, r Equazione, omogenea. Mdx^Kdj=Oy. 
che fi, debba, reudere. integrabile, con. un. idoneo, mol— 
tiplicatorc, IL numero, delie; dimensioni; delle variabi- 
li nell? Equazione. fia. = /i.; nel: moltiplicatore 5 che 
chiamo ir , e. che pure fingo omogeneo fia =:r, fa- 
rà, il' numero delle dimenzionL nelL* integrale. 

frt.. M d x/'+:l>L.dy^ eguale- ad »4-'*+' i •• Noi. abbia-- 
mo un belliffimo Teorema, del Sigaot Fonten*) dimo- 
ftratè- ancora; dal^ Signor Eulero nel Calcolo^ differen- 
ziale cioè.: Polla P^ formola- omogena il cui numero del- 
le dimenfioni. fia »t,,epofta. //r=M//^4-N//j5 farà 
M x -f- Ky z:;^m F.. Ali* integrale: M x H- Nj convie- 
ne; aggiungere là 'coftante dà. determiiyarfi- nei càfi par- 
ticolari *per. fare. verifigat^e-T eguaglianz a; Dunque fa rà 

-rMx + TrNjy -+- A z=z n-^-r+i f'K .Mdx-jr Hdy;, 
fc. dunque faremo r = — » — r, farà 7r M x + tt N j 

- . = Ay 
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.= -^, perciò X =^jj^=£-_,-e p.ofto ^=-_i, 

•- . ".; MJx^Hdj . ':■.':-.' ' - ' 

4a formola — ■ ir ma: atattfgrabile «oÌ melo- 

Ào del numero 4, Il cafo in cui!fia «3=: — i eluic 
fl'iefta maniera di integrare ritrovandofi r = , ed in 
conie;^uenza tt eguale ad una quantità coftantc . Nien- 
te di meno facendo ufo della feparazione delle inde- 
terminate per fiflàre il -valore' «ài v^r iì rttrora.-rhHas. 

formola omogenea ^ T ^ .-2 è geèeiajmente in- 
tegrabile; perchè fatta y=ux farà M^x'V. efl 
N =x" V; U, Sfaranno funzioni della fola «,e pep- 
che ab biamo dy =zud.-x~^x dit, fera MMx^Hd^ 
r=x» L-+-K«.//x-+-x"-*-» ;^^«; ma quello fecon- 
do memb ro dell Equazione è integrabile fé fi divida 
per x"-^» L 4-r« ; dunque farà ancora integrabile il 
primo membr o M Hx- t-K dy , fé fi ^divida per M i>f-hNji; 
giscchè x"-^»Lh-K« è', eguale Mx Jf-rN^.K^i è da 
notare, che fé la tormola omogetiea M^dx-^Rdy 
abbia la condizione neceflaria perchè fiajntegrabile , £arà 

•pel Teorema ^el -Signor Fonten ^^ + ^J' T integrai 

1 - • •• '^ - 'm :■ " ; 

le di lei, pofto « — i il numero delle dimenfioni del- 
le variabili nella fol-mola propofta : -così 1* integrali 
della feguente formola omogena, che à la condizione 
neccifana per elfere integrata , cioè 1' integrale di 
laxd x-i-hxdj-^-bj dx~\-zcjdy è 
laxx-i-b xy^-hyx-^icyy -, . ^ , , 

~ ^ — axic^lyX-¥- cjy- 

X. I printfipii ftabiliti in quefto Capitolo ci fom» 

Ce 2 mi. 
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miniftrano la foluiione del fcgucnte Problema . Defi- 
nire la forma della Equazione differenziale, cfce poflfk 
renderti integrabile col moltiplicatore di una data for« 
ma . Gli erempii che feguono indicheranno la manie» 
ra con cui dobbiamo contenerci in fimili ricerche : 
Vogliafi determinare P , Q^^ R , X funzioni della fo»- 
la X , tali che T Equazione dy ^yy dx-^Xdx 6 
renda integrabile mediante ii moltiplicatore 



. Per le cofc dette al numero 4* 



J. d ^ yy-^^ — = JL d ' , dunque 

dy PjJ-h!2^-+-il dx Pyy+ Qjf ^ K ' ^ 



avremo quefta equazione zy. Pyy ^ Qy 4- K — 

d X 

€ moltiplicando per d x> trafportando i termini 9 ed or« 
binando per y farà 

Qjjy dx ^xKydx ^Qjcdp^ 

^yydP ^zPXydxJ^dK =* 

^ y^ Q^ 

Per fare verificare auefta equazione bifbgna che tutti 
r termini fieno eguali a Zero ; onde avremo^ tre equa- 
zioni QJx^dP—OyzRdx^zPXdx^dQ^o^ 



dR-^QXdx=o. Dallaprimafi ricava n=~—i, il 

"^ d X 

d R 
^ual valore dì incollocato nella terza dàX= — -— ; 

fuppofto dx coftantc fi differenzi — _- fari 

ddP dx 

rfi2j= j — ; foftituiti i valori di j;^ ed X nella 

fecon* 
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ftconda equazione« avremo iKix-^ 



dt 



Ì^z=:Pi danqae iKdP ^zFdR^il^, ed 




integrando farà RP= -^-4- C , ed JR= —ll^-i- 
— .; ma abbiamo X = — — -^ dunque faràXzr JE^ 




vremo i valori di li , X ^ jQ^tutti dati per P ; P poi 
cflendo arbitraria potrà cjflTere qualunque funzione di 
X. Ecco adunque determinate le fiinzioni P^Q^ Rj 
X , come fi ricercavano . Se pongali P = x* "a" tro- 




àr equazione 4fj4->jj4f^ , 

^\ 

che fi rende integrabile col moltiplicatore 

*■ ■ ^ ) il cui integrale è -^ x 

■ == D , pollo «f V angolo che à per tai^ 
gente 1 — y — njc^ ^ ^ ^^ ^^^^ ^^^^^ j, ^^j^^^ ^ 

yc 

Xl. Abbiafi in animo di determinare le funzioni 
^ ' Q^ V^^ ^ ) J in maniera > che fia V Equazione 
Pi/x^-.J2j'j = ^ integrabile mediante il moltiplica* 

torc =; -_. ; dovendo adunque efferc V Iquazio* 

ne 
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y 



"C' Px4-P% '"^^S"^'^* ' ^«^"0,^^= P li farà inte- 
grabile ancora _ÌllL— -2; onde num. 4, dovrà- et 

lere -j- . rf- -— d — -— -- , e perciò 

dy x-f-Kjf dx .x-\-tiy *^ 



d K _ xdR 

dy dx 



, ; ma è rfR = M</x^- 

Kdy.i <d in confeguenza — = Af, e =N:dun- 

■dx dy 

-, — 7N — R X M— R 
que farà _^^ ^ = _ J p ; e perciò —yH^z 

x-i-Ky x-^Ky* 
xMycd Kz=z— JL, M ; diiriqiìe tffendo d R = M d X 

4-N dyf3itk,d R=zMd x-JL Mdy-My, ^Jj^ZI^^. 

e porta JL-rzz, farà d R=zMy.dz,; acciocché dun- 
que Mydz, fu integrabile bifogna che My fia una 
funzione di x ; onde verrà R una funzione di z: ma 
la fomma degli efponenti delle variabili in » è egua- 
le a zero; dunque ancora in R ietta fomma farà = 0. 

Xaoide effendo K = -p-converrà che la fomma del- 
le dimenzioni delle variabili in O ed in P fia la ftef- 
ia, cioè converrà che P , e j^^fienó funzioni omoge- 
uec delle variabili x , j ; pofte pertanto P e j^ fun- 

zio> 
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rjoni omogenee m x* , j la formola ZUSrL^fa- 

rà. integrabile 5 come abbiamo- dimoftrato ancora al nu- 
mero 9 . Con quello metodo diretto di trovare le E- 
quazionijvChe fi rendano integrabili con un molciplica- 
t re della data forma, C\ poflfbno determinare innume- 
rabilì equazioni differenziali integrabili ; ma ciò poco 
vantaggio reca alla foluzione del problema inverfojin 
cui data L' equazione: cercafi. il moltiplicatore ; perchè 

Suantunquc' fi avcflc un catalogo» di un numero pro- 
igiofo di Equazioni integrabili ; niente di meno que- 
fte farebbero un niente in paragone di quelle che noni 
fi. faprebbero nei cafi particolari ridurre ali* integra- 
sione: •. 
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Della Coflruzìone delle Equazioni differenziali contenutr 
fotto la forma di qualunque trinomio - 

L. T>Otendofi colle Curve chiamate Trattorie coftrui- 
1 re tutti i trinomii differenziali ; cofa che cogli 
>ltri metodi non fi. ottiene ; quindi fembra. opportuna- 
dare qualche idea ai. Giovani: di qucfte- coftruzioni* 
( Eig. 66. ). Sia una. Curva qualunque:^ B yje cui coor- 
dinate. KGz=i X V G E =zy i per la Curva* ^B fàccia- 
fi fcorrere- reftremità.E di un. filo E F,>nel. tempo che: 
r altra, eftremità F è coftretta da. un pcfo adefcrive- 
re una Curva. CD ;quefta Curva dicefi Trattoria; eia' 
Curva A B chi^m^iCì ha fé della Trattoria-. In quattro ma- 
nLcre. il moto del filo E F fi può fare ; in primo luo- 
go» 
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^ 



f 



go fi può collocare il filo fra la curva A By^ la ret- 
ta KG, nella quale fuppofizione , fé il moto facciali 
da A verfo B nafcerà la Trattoria C D tale , che ca- 
lata r ordinata FH^ faranno le due coordinate KH^ 
K F della Trattoria minori delle coordinate conìfpon- 
denti KG yGE delia bafe ) come fi vede nella figura 
66 ì fé poi nella ftefla fuppofizione il moto facciali da 
B verfo Ay nafcerà la Trattoria CD, la cui afcilTa 



ra maggiore aea orama» nr aeiia irartoria, come 
fi vede nella figura 67. Se poi la bafe ^JB fia collo^ 
cata fra la linea delle afcifle ed il filo , ed il moto 
facciafi da ^ in £ ( Fi^. 68. ) fi delineerà la tratto- 
ria CD la cui afciifa KH è minore dell' afciflfa KG 
della bafe, V ordinata poi FH è maggiore dell' ordi« 
nata GÈ della bafe fteila ; finalmente fé il moto fac- 
ciafi da B verfo Ay avremo la trattoria CD ( Fi^. 
69. ) le cui coordinate K Hy KF fono maggiori del- 
le coordinate KGy GÈ della bafe . Fino ad ora ab- 
biamo fuppofto il filo F E coftante , fi può per alerò 
fupponere variabile in maniera, che il punto F fi ri- 
trovi continuamente in una Curva ZK riferita alla-* 
linea GÈ come linea delle afciflfe, la quale fi muova 
con moto parallelo in paniera , che il punto E della 
ietta GÈ fu fempre nella linea AB; nafceranno in^ 
tal cafo altre fpccie di Trattorie C D , che fono ap- 
punto quelle , che fervono per la coftruzione delle no-» 
ftre equazioni . In tutte le Trattorie la retta FÉ e 
tangente; perchè due pofizioni di Ffi infinitamente^ 
vicine fi interfecano in un punto infinitamente vicino 
al punto F come fi ricava dalla natura di quefto moto: 
il Signor Marchefe Poleni à immaginato un iftrumento 

per defcrivere tali Curve • 

IL 
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II. Pafliamo alla coftruzionc dell' Equazioni dif- 
ferenziali -efpareflre pel trinomia generale Ój'? 4- JP^^ 
zzzdy^ in cui dxydy fono difercnziali di funzioni della 
ftefla variabile ; ^e P" poi fono date in qualunqu^^ 
maniera per q . Pongo dPzziRdq^ farà K funzione di 

dP 
/g } e dq=z ; il qual valore foftituito nel trino- 

.mio farà ^.i P-^Td x =^j;fi faccia ^==»4- 
^ , farà rf X = i z 4- i/ B^, e perciò 2:r. d P -Y- 
JP . ^ ^+ P dz-^zdj y e fatta P d%'=:idu^ avremo 
-^. dP+P . d ^-f- duz=:iy ; onde Integrando e 




trafportando i termini ) farà —JS^n:^ — n • Si deferì* 

R. 

va la Curva A B^ le cui coordinate K G-rzx^ G E=); 

vertice E linea delle afciffe E G fi deferiva la Curva 

VZ , le cui coordinate EL^L F "abbianola relazione 

cfprefla per =si- , ~^ ; prefa quefta curvai per dirct- 

trice fi delinei la Trtitorìa tome nella figura 65 por- 
che tanto X quanto y {ono maggiori di z^^ ed «;.fi 
tagli ora qualunque K G = x , e condotta la corrif. 

})ondentc G E r=^ , pel punto E fi tiri E P tangente 
a trattoria C D^ dipoi tagliata M G r= i , fi conduca 
•MN parallela ìid E£ , farà GR:==zP^ trovata Scoi- 
le folite regole fi determina q , per cui P fi^ fupponc 
data; ecco dunque come data la x fi determina la cor* 
xifpondente coordiùata ^ , ed In fatti chiamata JC H r::») 

3im. lU Dd tip 
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H F=«r , dorando cfefc t:G N=k:P: .-FCtI F, ed c^ 
feiudo FÉ tangente la Curva CD farà i : P::dz:da^ 
e perciò^ farà P à%'=Sidu>;^ dunqjio dorenda cfiGete 

jf = ir+ — p^ e perciò dy::z.du^iV^B^^ 
P.rf:^, fari<y = P/»^^i?r.:^+P.iriB^; ma 

abbiamo x =: » -h ~j e /» =: / x — d ^; onde »• 

O d F 

Tremo dj:=:zPéf x^dF. =^y ed eflèndo -— - = /^> 

farà dy=:P dx+ Qjt q y che è il triaomio propofto 
ila coftruìre . Secondo i differenti (e^ni dai quali è af* 
fetto il trinomio conriene cangiaxe x fegni nella fofti* 

tuzìonc X =:* + =:' per poter ottenere in fcguitol* 

integrazione ; dal che ne nafce, che le x^, jallevoi» 
te fono ambedue maggiori 5. alle volte minori $ alle 
volte una maggiore % t V altra minore delle ss , duy 
che devono ciTere le coordinate della trattoria da de* 
fcriverff; per ciafcun cafb adunque fi delinei la trac* 
taria conveniente > come fi rileva, dal num^ is^ 

IIL Per dilucidare la fopra efpofta Teoria fia da^ 
coftruire 1' Equazione contenuu aeHa formola Ricca- 
tiaaa dq — q q àx^x'^ d x'= p ^ Difpongo ki primo 

luogo r equazione ncllsk fegucnte maniera *.-- zqd^ 

J»^ j ix=:— x*Wx ; pongo dipoi x =:;d yr al [tet^ 

mine — premetto il fegmo ^^^ jerchi^ altrimenti ìil» 
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fcgttito non fi potrebbe fare T integrazione ; onde fa* 
rà dx =dZf — d Z. ; e foftitueiuio fi arri — . z§dq 

^^q qd z^d — . q qT=:^^x^dx ;pongzfì finalmen* 

iq 

te qqd %:=zd^^ avreino — • l qdq^qqd — -^Ihf 

2 q r tq 

zz — x^'dxi ed integrando i e traÌpo{tMMlo( i termini 
farà -1 = tt . Xa bafe A B adunque 'Stella no- 

ftra trattoria dovrà eflfe una Curva , le cui coofdilla*' 

te fieno x^ , le coordinate delia direttrice fo« 

«4-1 

no ^ ^ — , le quali moltiplicate infieme » comecchfe 

2 2^ 

danno un prodotto coftante» perciò la direttrice ivu 
quefto cafo farà un' Iperbola apoUoniana; colla pre- 
detta bafe , e con quefta direttrice fi deferiva la trat- 
toria C D pofta relativamente alla bafe come fi vede 
nella figura 69. perchè tanto x ) che y è minore di « 
ed !/• Si prenda ora unaqualunque KG = X)e ficon« 
duca G £ 5 e per JB fia jBF tangente la C D in F; di- 
poi fi prenda M G = i , e fi conduca M H parallela 
ad £ F) farà GKzzzqq ^ onde q farà media proporr 
zionale fra M G e G N . 

IV» Oltre i metodi fin qui efpofti di tentare l' in* 
tegrazione, e la coftruzione delle Equazioni differen*» 
ziali ve ne fono altri ancora, i quali a mio crederò 
fono privi di quella certezza , femplicità , e - chiarez^ 
za , che fi richiede per aver luogo in quefti ElemcQ« 
ti. Fra gli altri vi è il metodo di tentare P integra* 
zione completa di una equazione diffcrenz;iale ferven^ 

D d 2 Siofi 
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dofi degli integrali particolari . E qui cade in accon-^ 
ciò di darft qualche, idea di quedi integrali particola- 
ri • L*- integrale, particolare ,, ed incompleto, di una E- 
quazione differenziale è. una. relazione, tra. le. veriabill 
che foddisfà. all' equazione propofta ; roa che non con* 
tiene altra coftante diverXa da quelle che fono neli* 
equazione, differenziale ; al contrario poi l' integra- 
le completo è. una. relazione, fra. le variabili) che lod- 
disfà all' EcpAcione ; ma che inoltre contiene una co« 
ftante , che non. è nell* Equazione predetta . Sia per 
cferapio r Equazione differenziale aady-^y ydx^zz. 
aMdn-^pcydxy z quefta. Equazione foddisfà. la rela- 

• Jll 'L'I • !»• 1/* ^ ' 



farà parziale , perchè, non. (blamente non contiene u- 

coftantCL 

ritrova. 
_ ^ _ — ^ — ^ _ . 



ixra parziale , percne. non. loiamenre non co 
x^a nuova collante ; ma aeppure contiene la 
dell' equazione ; T integrale completo fi ritr 



%.*ti 



XX 



ll!-__ =/e * * ^ rf X 4- if in cui fc facciaG. la co- 

y — ^ —XX 

ftante A, infinita, farà ^ ^ ^ infinita e perciò con- 

j, — ^' 
vena, che fia J = x , che è appunto V integrale par- 
ziale fopra. ritrovato. Dalli integrali in completi delle 
equazioni differenziali fi è tentato il paffaggio. ai com- 
pleti 5 ma fcnza frutto ; perchè non fi è potuto fu ciò. 
fifl&rc regola, alcuna.; per il che di quefto. metodo po- 
co, conto fi tiene ; oltre a. ciò gli fteflì integrali in- 
completi non fi/fanno determinare fé non fé a cafo , 
e quafi indovinando . Avvi di più un' altra difficoltà 
tiJcvata dal Signor Eulero nelle fue Inftituzioni dcL 

^ Cai- 
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Calcolo integrale To. i. Sec. 2» Cap.4, cioè che no^u.. 

tutte le relaiioni fra. la x e laj,chc focUisfannoair 

Equazione differenziale fono^ integrali incompleti deU 

la. ftefla. equazione. Così 1' equazione finita xx+yj 

z=.a.ay foddisfà. ali* Equazione differenziale. 

X d X— f- y d y 
djf = • benché non fia. integrale^ 

ne completo , ne. incompleto di detta Equaziont^ i 
imperciocché 1* integrale completo è. 

A+yz=z^ xx'-i-jy — xm/ìI quale in qualunque fup- 
ofizione della collante A mai fi riduce ad xx+jy^=aa. 
o fteflb Signor Eulero à peraltro ingeniofamen te fom* 
miniftrato. una regela, con culpoffìamoalficurarci quan- 
do, uà'' equazione, finita ) che. foddisfà. ad. una. equazio- 
ne differenziale fia. integrale, particolare; dello ftelTo 
differenziale . Sia dunque qualunque equazione, diffe- 
renziale P d xz=LQjly y z. cui. foddisfaccia. V equazio- 
ne finita y=:X , elTendo X qualunque, funzione della. 
ac : pongali jf = X + 2& , a è. una quantità, infinitamen- 
te piccola ;, in P e. Q^fi collochi in vece di y il fuo^ 

ìtalore X4- », nafcerà ~ = lii + M a^»; fc fi ritra- 

Q^ dx. 

Vìtt < I ; ^ =1 X non è fntegrale particolare dell*' e- 
quazione)lo farà, poi in cafo. contrari o^ * Sia per e fenai- 

pio r equazione- ady — éL d'x :=:.dx^yy — x x a cui 
foddisfà il. valore: j=: X ,. voglio- inveftigarc. fé; quefto» 
iìa un. integrale, particolare ; pongo j=:x+ z 5 e fup- 
ponga z infinitamente picciola ,. fatte le. debite- fo« 
fiituzionl). e. tralafciati i termini, che. fvanifcono iiu.. 

confronta degli altri , farà. — = !^ = i/y.>— ^^ + ^ 
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— i + a . v__, e comecché I» ef- 

ponente di z è minore dell' unità, conchiudo, che i-x 
non è in alcun modo integrale della propofta cola- 
zione. Se poi fi abbia V Equazione aady—aiidx 
=zdx.yy-.xx, a cui foddisa j=:v, fé facciafi 9I 
iblito j = X 4- », tj-overerap Jl =s £^— Zlzilf -»-* -* 

~ "TT "*"'»* comecché P cfponente di a non è 

minore dell' unità, perciò concludo, che fia » = xua 
integrale incompleto dell' equazion pxopofta. 

V. Anno divifato ancora gli Analifti di ritrovare 
per approffiraazione gli integrali delle Equazioni dif- 
ferenziali per mezzo delle ferie . Il Signor Neuton nel 
fuo Metodo deHe fluffioni , e delle kììc infinite pro- 
muove quella Teoria. Sia per efempio da integrarfi I» 
Equazione diflFerenzialc dj-\.ydx=zgx''dxTSìhG. 
eia » = /i^"^^ix"-*-'H-4:x-+* &c. foftituito in ve- 
ce di j e dy il valore fuppofto dato per x , avremo 

««x'-'-HM^f-f-*.^"^' ^ ^* = , facciafi 

ora »=:w-Hi> onde fia »-i=«, facciafi inoltre 

«/»-^ = o,farà 4= Ai:_^, « f^^^^^, ^^^ 

gU altri termini eguali al zero fi ritroveranno facil- 
mente i valori Ai b,cy &c. Ma quefte ferie comeav- 
yertifce ottimamente il Signor Eulero fono per lo più 
integrali parziali, e quello che è peggio fpeflb fpno 
diverEctm,- per la qual cofa egli foftlfuifce un altro 
metodo di approirimarfi ai veri integrali , U quale ol- 
tre 1 cffcre laboriofilfimo non è per altro ipogliato 

del- 
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delle Tue gravi diflBcoItà» 

VI. Il Signor Fontcn , ed il Signor Condetfet fi 
fono accinti a rifolvere in tutta la Tua ampiezza il 
Problema : Data qualunque equazione difFerenliale > 
ritrovare V integrale completo. II primo propone due 
metodi ; infegna in primo luogo integrare le equazio* 
sii omogenee col mezza del fuo famofo Teorema di 
cui abbiamo parlato nel Capo precedente ; e por (iin* 
duflria di ridurre tutte V equazioni air omogeneità 
nel che incontra fecondo me difficoltà informontabi- 
li . 11 fecondo metodo del Signor Fonten confitte nell* 
efame delle relazioni ,, che devoixp paifare fra il dif* 
ferenziale » ed il fuo integrale , quindi data una equa* 
zione differenziale (i induftria di determinare la forma) 
che dee avere il fuo integrale * Il metodo del Signor 
Conderfet è fimil'mente fondato ncir efame delle re* \ 

lazionì fra V integrale ed il differenziale ; ma quefte 
ricerche Cono eftremamente fublimi^ efig^ono calcoli e* 
ftraordinariamente prolifli) e richiedono funghi com- 
mentarli per dilucidare tutte le tenebre, che fi incon* 
trano ogni momentO) e per dimoftrare efattamente mol« 
te cofe che fono fuppo(!e. Danque per ora h, d'uopo 
contentarli dei metodi particolari; ed afpettare ciie> 
la iagacità degli Analifti riduca i metodi generali a^ 
tal chiarezza e femplicità , che fieno a portata anco^ 
n di chi non vuole profandamcace intecAarfi negjii %i* 
nat del Calcolo iacegrak » 
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CAPO IX. 

Delle Equazioni differenziali , in cui le differenze foni 

innalzate a ptejlà • 

I, Trino ad ora abbiamo fuppofto nelle Equazioni 
JL differenziali , che le fluffionì d x ^ t dy fieno 
fempre alla prima dimenfionejfpefle volte però acca- 
de che eflTe fieno ad altre dimenfioni, il qual cafo ci 
fiamo propofti dì confiderare nel prefente Capitolo , 
Prima d* ogni altra cofa riflettere conviene, che ia 
tutti i membri delle Equazioni differenziali , la fom- 
ma degli efponenti dei differenziali deve eflere laftel- 
fa , altrimenti non farebbero tutti i membri delle e- 
quazioni dello fteffo ordine dei differenziali , e perciò 
alcuni fvanirebbero in confronto degli altri. Ciò po- 
fio incomincieremo dalle equazioni , in cui mancano 
ambedue le variabili . In tal cafo fatta djzupd xmc^ 
diante la foftituzion-j , e divifione per la conveniente 
poteftà di // X 5 fi otterrà una equazione data per p; fi 
rifolva quefla equazione, e fieno le fue radici f =:X, 
;^ = 7r3 p=^f^ &c, farà dj:=z\dx y dy zizt: d x y 
dy-zzifxdx &c:; onde jr=:X x+ ^, jf = 7rx + JB| 
j=:/xxH-C &c. le quali equazioni congiunte daran- 
no r integrale completo j — \x*—A . jTÌ- tt x — JB . 

j — fi.x — C &c. 1= . Se poi .neir Equazione diffe- 
renziale manchi folo una variabile .per cagione di efem- 
p\o la x; fi faccia dx=zpdy ; foftituendo quefto va- 
lore in luogo di ^x, e dividendo per ia potwkà con- 
veniente di //j, rimarrà una equazione fra y e /?i on- 
de farà data p per j > ed jf per p; ma abbiamo x z^ 
fpdy; dunque fi potrà determinare x o per p, ovve- 
ro per y come più piacerà ; dunque la relazione fra-t j 

le ì 

■ 

i 
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le variabili x ^ y o farà data immediatamente , ovve» 
IO mediante la variabile p. Dilucidiamo ciò coir e* 

Tempio che fegue : Sia a.dx^ — rfj^ =:jf// x*^ 7*, do- 
ve manca la x; pongafi dxz=.f d y^ foftituendo farà 

a,p^ — I , dy'^^zy ff.dy^ y e dividendo per dy^ fa- 



-. P^-^ 



rà a.p"^ — I =7 p p yt perciò y=:a. ^ , e 

_^ PF 

dyziza.Zp d p^ — ^;ma abbiamo dxz=:pdy;à\xn'- 

q\XQÙLXÌLX=iafppdp + ^^A=ia.L~J^^Ai 

P* i P 

onde elTendo data tanto x ) che y per p , farà nota^ 
Ja relazione fra x, eà y. 

II. Alle volte riefce malagevole il determinare-^ 
non folo la p per la variabile enftente neli' equazio-* 
ne ; ma ancora la variabile per la p ; in tal cafo fa* 
rà utile la foftituzione , che adopriamo nel feguente^ 
efempìo . Neir Equazione x^ dx^-^^dy^^zaxdx^dy; 
pofta pdx invece di dy fi ottiene x^^p^z=:'axpy in 
cui incontrafi la Oefla difficoltà per determinare tan- 
to la X per p j quanto p per x . Pongo p =:u x ^ ^^ 

foftituendo rit):ovo x ^u^x:=a u ; ed x = — — — ^ 

I +«* 

auu , a du . i — 2tt^ 

e ^ == — ; — ;>eiix=: : e perciò avrq* 

IH- «5 



mo ymfp dx:=maf ■ ^A 

Vom% IL E e ' 
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I aax r H ^ ^ • r+ A=:aa . 



.3 i ^+«' 




I H- « 

EiTcndo dunque data la relazione tanto della x , che 
della 7 per u , farà nota la relazione fra x ed y . 

III. Oliando poi nella Equazione differenziale^, 
dove le fluffioni fono elevate a poteftà ) vi fieno am- 
bedue le variabili , allora fi sa maneggiare detta equa- 
zione nel cafo y che in tutti i termini della Equazio- 
ne la fomma de^li efponcnti delle variabili fia la ftel- 
fa 5 cioè nel calo che 1' Equazione fia omogenea ; ed 
in alcuni cafi,.in cui una delle due variabili non ol- 
trepaffi la prima dimenfione . Nel primo cafo pofta-# 
dy ^=.p dx e fatta la foftituzione nella Equazione , e 
dividendo per la conveniente poteftà dì d x nafcerà 
una equazione fra Xy y ^ q p; pongafi ora y ziiux^ e 
foftituendo e dividendo per la conveniente poteftà del- 
la xj rifulterà una equazione fra p. ed «, per cui fi 
potrà determinare u per p ^ e p per u come più pia- 
cerà» Comecché poi abbiamo j izr«X5 farà dy:=:udx 
^ X d u-y onde farà pdxzzzdyznudx-^xdu^ e_> 

d X d u d u 

pdx — udxznxduy onde — = ^elx^ir 

X p — u p — u 

^A; Ci avrà pertanto x data per u ovvero per p^ 
come tornerà più comodo ; giacché una di quefte è 
data per l' altra , come fi è qui fopra olfervato . Ef- 
fendo poi y = « X i fi potrà facilmente determinare y 
per tt, ovvero per p come è chiaro; dunque ambe- 
due le variabili x ed j fi potranno determinare per 
fi 5 ovvero per p , ed in confeguenza farà nota la lo- 
ro relazione • 

IV. Sia 1' Equazione ydx — xdyznnx^dx'-'^dy^ 
dì cui fi voglia 1* integrale completo . Facciafi dy = 

pdx^ 
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tà^Q fpftitucndo fi avrà y — fx =:ux^ t ^pfy 
e fatt a yzzzu x 3 e di nuovo foftituendo fi. otterràw-^* 

zzztt^ i -^ff .Si differeniii ux ^ondcfizxdu-^ud^ 

, j .. d X d u , d u ' 

:=:dy:=fdxy e perciò — z=: , e lx=f 



X p — u " p u 

^l A'=ilA'—lp—u-\- f — L. , e foftituendo per 

p — u ^ , 

p — ti il fuo valore fopra ritrovato , avremo lx=.lA 
^ In^i ^Yr—f — ==.— je comecché -_ ^ ^ 

è eguale a --ÌL^x/^'^^^+JL = ^j.+ ^^ 



y/i-^-pp y/i-^-pp+p ì/i+Pp 



^H-V" I 4-/^;'; quindi farà IxzizlA—ln yJi-^pp 

— ' A 

//H-V^i4-??)edx=: T . 



« . y I 4-/P 



» 



f +/ i+l^^ = — ■■ . V'iH-i'p — i? ; farà poi j, 

n.y^i^pp 

che per la equazione è eguale ad x .p-^n y/ pp-^-i ^ 
farà dico eguale ad 






■ — >• onde tanto y 

che X è data per ;^ , e perciò farà nota la relazione 
fra le predette variabili • 

y. Veniamo adeifo ai cai! , in cui fi fanno ma- 
reggiare le noftre equazioni , quando vi fieno ambe- 
due le variabili foltanto alla prima dimenfione; ma^ 

E e 2 non 
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non in tutti i termini • li primo cafo h contenuto nel* 
la fegucnte formola j = ^ x -+- M/m cui è /> sui ~ > Al 

poi è una funzione data per la fola variabile f ; dif- 
ferenziando la noftra formola farà dyzizp d x^xif 
m\^dM; e perchè abbiamo dy :=zp d x y farà xdf^ 
dM:=io^ e porta dM= Nrf^, in cui N è una fun- 
zione della fola p , farà x dp^ N dp=:9 ; onde dp:=,$y 
ed x-f-Nr=o; integrando la prima di quefte due e- 
quazioni farà pz=iA; pofta A in vece di p nell* E- 
quazione propofta 7=rpx+M , (ì avrà la relazione 
fra jy ed X. Dalla feconda equazione (i ricava x=: — N, 
ed in confeguenza j = — Np+M; dunque tanto x^ 
che y fono date per p, e perciò avremo nota la rela- 
zione fra jy ed X 5 fenza aver bifogno di integrare . 
Il fecondo cafo è contenuto nella formola j=N x-+-Af, 
in cui Af ed N fono funzioni della fola p. Differen- 
ziata r equazione farà dyzzrKdx-^xdN^dM; 
ma hpdx-rzdy^ dunque f d x:=zH d x-^x d K-^-^d M; 

- ^ .V , x^N d M , , . . ^ 

c perciò dx — = — —.j nel qual trinomio fi 

P^H p^H 

fanno fcparare V indeterminate pel Capo 6. n. 6. on- 
de fi avrà X data per p ; e la j ancora, cffèndo yz=z 
fpdx; farà per tanto nota la relazione fra y ed x. 
Il terzo cafo è efpreflb per T equazione yzzzM ^ ini^ 
cui M e una funzione omogenea di fecondo grado 
delle due variabili x^p. Differenziando avremo^ j=: 
ì>l^d X ^R d p y e perciò p d x :rzHd x-j- M dp equa- 
zi( ne omogenea dì p ed x in. cui perciò fi fanno fe- 
parcre le indeterminate pel Capo 6. 

WU Si dilucidi la Teoria col feguente efcmpio . 
Sìa propofta da integra rfi V Equazione differenziale^ 

ydx — xdy::=:a^dx^^ dj^ ; fatta dyz=:pd x fi ot^ 

tie- 
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tiene y-^fx^^^n^i+pf^ e differenziando farà dy 

j j a p d p . . j ap dp 

— pdx — 'xdf:=z ^ 5 cioè — ^ »]?=-==—:; 

gp , 
onde fi avrà dp=z$y e — ^=: ■ integro 

prima di quefte due equazioni ed ò pz=z A , pongo A 

in vece di p neiP equazione y — px =z a ^ i -+-pp > 

ed ò la equazione y — A x:=za ^ i^ A Ay che ef- 

prime la relazione fra jy ed x . Dalla equazione poi 

— ap . app , , r. 

x=" ..-.^ ricavo jH — — ^— — == ^ y/i «+- p f> coi lo* 



ftituire il valore di x nell" equazione j — px:=za^i^pp; 
onde jy = ■ , ed j j = ■■'.' ; ma abbiamo 

^xzz — — UL-, dunque 7^*4- xx=^ il , equazione^ 

che efprime la relazione fra ^ ed x. Quello cafo ve- 
ramente è forprendente , imperciocché col folo diffe- 
renziare V equazione differenziale propella fi giunge a 
fcoprire la relazione fra x ed y . 

VII. Una firaile particolariVà fa nafcere il fofpet- 
tOj che r equazione yy^x x rizza a^ nata col diffe- 
renziare l* equazione propofta > e che fenza dubbio le 
foddisfà , perchè poftovi in vece di y il fuo valore 

y/ a a — XX abbiamo • =r o > fia contenuta nel comple- 
to integrale j che ricerchiamo. Per alTicurarci di ciò 
tentiamo di ritrovare 1* integrazione della equazione 

propoda ydx — x dy =za ^dx^^ dy^ coi foliti me- 
todi . Confiderando dy come incognita farà facile ri- 

ea- 
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•^ no. XX ^ 



fi ora jz=,z^ a a — xx, Urà ^x x+jj — ^i» = 
y^xx— ^4j-t-4^z:& — xxz;t=l/ir^j — ^xx. :(z — i^ 

e d j^dz ^a 4 — ^x X — , e foftltaiti quc- 

-^ aa — ^xx 



fti valori ncir cqaazion propofta, farà dz^aa — xx 

x% d X 



^a éi — X X 
d xyaa — ^xx. j&;&— i — x%dx ^ aa — , 



XX , 

»: onde 

il /l XX 

d it a d X 

. Si moltiplichi > e fi divìda il 



il il — XX 



^ %Z I 

primo membro di quefta equazione per £+^2^2 — ij 
farà efTo /^ - - , ,4-ix J : (^*» — i^-:^); e 

perciò il fuo integrale faià / -/l ( ^t*z^ i -f- a& ) ; -4 
è la coftante che fi dee aggiungere neir integrazione. 

Qucfto integrale dee eflerc eguale a / 



a d X 



aa^x X 



i ^f 



/ ^; dunque farà Axr\-A^ 2,% — 1=^ ^ , 

^ — X 4 X 



cioè -JX_ >^^j>.yH-xx-^^ 4+x ^j 

aa^^xx 4^ — XX uà — xx 

Ay 
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jiy — a — X =-4i<r,jyjH-xx— -/i^ ; ovvero -^ 1 A. 

a -f-x . j =: X X—/I a . -4-4 — (^H-x)*, cioè j = 

d — X tf -4— X 

. A-\ — , equazione finita di primo gradO) 

che per le cofe dette nel Capitolo 7. dee eflere Pin* 
tegrale completo della propofta equazione diifcrenzia- 
le . In quefto integrale come ognun vede non vi è in- 
clufa V equazione x x H-jf j ^=1 a a ^ perchè quefta mai 
potradì ottenere qualunque valore diafi alla collante 
A ; dunque tale equazione non fi dovrà avere come 
vero integrale della propofta equazione differenziale . 
Ma è egli cofa indubitata che il vero integrale d* u- 
Tia equazione difìFercnxiale fia quella equazione > c\\t 
differenziata reflituifce 1* equazione differenziale.^ 
predetta? Quefta idea tratta ndofi di equazioni, in 
cui vi fieno differenziali elevati a poteftà non fem- 
bca abbraociabile ; perchè col differenziare una equa- 
zione finita mai fi può giungere ad una equazione^ 
differenziale , che abbia le differenze elevate a pote- 
ftà ; fembra a quefto cafo più adattabile V altra^ 
idea ) cioè che V integrale di una equazione dif- 
ferenziale fia qualunque valore di x dato per j, ov- 
vero di j dato per x in maniera, che faccia (vani- 
re tutti i termini dell' Equazione differenziale ; fe- 
condo quefta idea l'equazione xx+jj = /i/i dovreb- 
be adottarfi come vero integrale della propofta equa- 
zione differenziale • La Geometria , a cui V analifi non 
lafcia di ricorrere con vantaggio nei cafi più invilup* 
pati 5 conferma quanto qui fopra abbiamo detto • Vo- 
gliafi per efempio una Curva tale, che la perpendi- 
colare tirata da un dato punto fopra qualunque tan- 
gente fia coftante , cioè eguale ad a . Sia il dato pun- 
to C , ( Fi^. 70. ) fi chiami CM:=:::p< ^ MK =:y j fa- 
rà 
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rà la fottangente M A =z^lil ,cCA= til^lil , 

dy dj 

e la tangente if N = — ^—^^ hds =y^ rf x* 4- rf j*; ma 

è AK\KM::C ArCF perpendicolare tirata da C 
fopra la tangente AHVj dunque analiticamente — 



perciò farà ydx — xd'fzria^ dx^ -f- ^ J* 5 che è ap- 
punto la equazione diiierenziale propofta . Ora è co- 
la nota che il circolo del raggio eguale ad /<, ed a cui 
conviene V equazione xx'+-yy:=zaa fia dotato del- 
la proprietà predetta; dunque chi efciudeife quella^ 
equazione dall' integrale detP equazione differenziale 

y d ^ — xdy =:a ^dx^-j-- dy^ non avrebbe data la-» 
generale rifoluzione del Problema • Quefta materia.» 
merita a mio credere d'eflere pofta la migliore lume 
dalli Analifii . 
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LIBRO TERZO 

Del Calcolo ) e del ufo dei differenziali 
di qualunque ordine « 

CAPO PRIMO 

DclU maniera di ritrovare le differenze > e i dìfferenziaH 

di qualunque ordine delle formule , che fino fui^ 

Moni di qualunque numera di 

variabili » 




I. ^<^He cofa fieno i differenziali di ordine diver* 
fo fi è già efpofto nel Capitolo primo del Libro pri» 
mo; a qucftì differenziali prefentemente fi eftendono 
quei principi , che abbiamo fin ora adoperato per il 
calcolo dei differenziali del primo ordine. Sia (pzrfl&jS) 
foftituifcafi x^ in Cp in vece di x , ed in ciò che na- 
fce y' in vece di jr ^ eéitn ciò the nafce a^ in vec^^ 
di Zy onde divenga (pzz.x^y'z* ; Io (leffo fi ottiene^ 
fé foftituifcafi prima y^ in vece di y , ed in ciò cht 
nafce x' in vece di x , ed in ciò che nafce %' in ve* 
ce di « ; ovvero fé fi incominci da z^' , ed indi fi prò* 
feguifca colle altre foftituzioni con quel ordine ch<^ 
fi vuole i oppure fé contemporaneamente fi efejgui- 
fcano le predette foftituzioni ; in tutti quefti cafiiem^ 
pre fi giunge alla fteffa quantità , cioè x'y z^ ; adun* 
que fé fia (|> una qualunque funzione di x , j , a& i fc^ 

porrò in q) p^* ia vec« di x j y in vece di y ; ** in ▼€• 
^m. IL tf co 
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ce di z ; onde <p divenga ^' ; farà (p' Tempre la ftef- 
ia identica quantità qualunque ordine fi tenga in efe- 
guire le predette folli tuiioni .Prima di profeguice con- 
viene avvertire, che per (Tx fi intende la quantità per cui 
varia la ..x, per SylsL quantità per cui la y varia 5 per 
^Cp la quantità per cui varia la ^ > comunque fieno 
quelle variazioni' o finite, o infinitefime ; quando poi 
il vorrà fpecialmente parlare delle infinitefime; allora 
ì $ a convernfanno in d. Per J" x | ^ intendo cioc- 
ché diventa Cp ponendovi in vece di x, la S'x, e co- 
sr per ^>ì(p intendo ciocchnpdiviene Cp ponendovi ^ a 
i'y in vece di 7; per ^x 5*7 I 0> intendo ciocché divic- 
re cp ponendovi in vece di y la ^j , ed in vece dì 
xla d'x, e così delle •altre. 

IL Sia in f^rcondo luogo una ferie qualunque di 
termini (p, Cp\ Cp'' 9 cp''' &c. ; fi ponga Cp' — cp:^^Cpi 
Cp'' — cp' z=i^ (o\ o''' ~ Cp'' =L Scp" &c. ; firailmente fi 
ponga Scp' —S'Cf>z=i^^c:>^ ^cp" ^ S Cp' zzi $^(p' Siesta 
inoltre ancora pongafi d"* 0)' — S^Cp-zzL^^Cp^ e così dì 
feguitoiroililuendo i valori convenienti fi ritrova Sc^ 

=:Co' — Cps 6^ Cp z=i $ Cp' — $ CpzizCp" ^ ICP' -{- Cp i^ 1 cp' 

= 5* (p" — ^q>'=(ì)"' ^icp'''^cp';$^cp=:$^ cp' - ^^cp 

— Cp'i^^Cp=:$i(p'—SiC^—Cp "" — 4 cp"' -^ÓCp" 

•^^Co'-Hpi e generalmente <?* (p =i(J)* — . » <p*-* -i^ 
II. «—I ^ . ». M — i ; hm^z 

IM^p^i^^"* ^m^amm^^a^m ^^b^^^ìS^* 

^ d)*'^ &c. fino che fi arriva a 

4lp fenza apice alcuno; ( i numeri ch« fembcano efpo- 
•menti non fono veramente tali^ ma difegnano foUan* 
to gli apici, che diilinguono una quantità dall' altra.) 
Da ciò fi raccoglie > che per aicre le differenze pri- 
me 



me vi vogliono due termini della ferie j tre per 1^^ 
feconde , quattro per le terze 5 e cosi via difcorren- 
do • 

III. Supponiamo era che fia (p una funzione di 
^i y>^ intiera ; e razionale ) ed in cui quefte varia* 
bili fieno alla prima dimenfione) cioè fia Op=:Axy% 
•4-Bxj-f- Cx%'^ DyZ'+'E X ^ Fy -j- Gz^K 
= 0, in cui Ay B^ C &c. fono collanti , che pofr 
fono eflere ancora zero; e vogliafi fapere in che fi 
cangia (p, fé in efla fi ponga >r + ^x in vece di x; 
egli è c'ofa evidente che la nuova Cp , che chiamo 



( <p ) , farà eguale a Gp-i-^ x\cp ; cioè farà eguale a (p 
più a ciocché diviene Cp fé in vece di x fi ponga-. 
$ x; fé ora in ( q) ) porrò in vece dì 7 > j -4- i'j on- 
icCCp) divenga ((t)\ farà ((py =cp^^x\(i^^^x ^y [(p 
+^y\^i perchè foftituendo prima la 7 non fi can- 
gia la ((p) , che è eguale (p+ 5* x | (p; Yoftituendo in 
(cp) la d'jjCp diviene ay\Cpy e d" x | q? diviene d'xiì'jf | (p; 
'finalmente fé in ((}>)* porrò in vece di z; , Zf+^'Zy 
onde (Cpy divenga (cp)'' j farà 
(qpy' = (p4-a^x]q}H- J^jd^xi ap-^S z ^y ^ x\(lp 

+ <5'j| Cp^^z 6'x\ cp 

-i-^zìCp-^^z^ylcp 
£faminando quefto valore di (q>)'' è facile il compren- 
dere) che il primo termine è d? , che il fecondo è cioc- 
ché diviene Cp fé volta per volta fi ponga in (p la <r x ^ 
iyy 3* 2& in vece di x, j, x; che il terzo e la me- 
tà di ciocché diviene il fecondo fé vi fi ponga volta 
per volta ^x j 5* j 5 5" » in vece di x , jj , z^ ; che^ 
il quarto è la terza parte di ciocché diviene il terzo 
fé volta per volta vi fi ponga i" x y ^y y ^ 2, in vc- 
*ce di X, j, Xf. Collo fteflb metodo fi prova, che fé 
(ia cp una funzione intiera , e razionale di x , j , s 9 n , 
e che fc in efla fi ponga x^^x ^y^Sy % a&H-^zji 
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u-^-^a in vece di #r,^,«, u; onde <p iìvcngai Opy^ % 
fia Qpy' eguale a ^ , più a ciocché diviene 9 le vol- 
ta p«r volta vi fi ponga 5" x , 3" y , 5" at j ^u in vece./ 
di X , j j », » che chiamo tt , più alla metà di cioc- 
che diviene tt per una fimile foftituzione, che chia- 
mo fiy più alla terta parte di ciocché diviene fx per 
una fimilc fòftituzione 5 che chiamo X, più alla quar* 
ta parte di ciocché diviene X per una fimile fòftitu- 
zione . Onde é facile capire come fi debba procedere 
fé le variabili in qp foflero cinque , fci &c. , pofta fem- 
pre (b funzione razionale ed intiera delle predette va- 
riabili ciafcuna alla prima dimenfione . Si oflcrvi di 
paffaggio che fé in (p fi alteri una variabile i termini 
di (Cp) fono due; fé fi alterino due variabili i termi- 
ni di (Cpy fono tre ( intendendo per termine la fom- 
ma di quelli che fono affetti dallo fteffo numero di 
diifcrenze) ; fé fi cangino tre variabili i termini di {(p^" 
fono (juattro ; fono poi cinque fé fi alterino quattro 
variabili, cioè fono fcmpre uno di più del numero 
delle variabili , purché in (p vi fia il prodotto di tut- 
te le variabili i altrimenti il numero dei termini cor- 
lifponderà al numero maflìmo delle variabili , che fo- 
no moltiplicate fra loro accrefciuto della unità . 

IV. Se (p contenga poteftà delle variabili pofiti- 
▼e> negative, intiere, e fratte, ed anche fé conten- 
ga quantità trafcendenti delle variabili come / x , Inar- 
co del feno x &c., fi pongano tali quantità eguali ad 
altrettante variabili , onde fia (p funzione come fi ri- 
chiede nel numero precedente, ed avremo in riguar- 
do a qp ancora in quefto cafo le ftefle verità. Sia per 
cfempio qj = X* / X ; fi ponga x* = j , / x :::r z» , farà 
q) = 7», J^j — 3^(x*), J^a&rrJ'/x; fi metta in <p, 
HJ^^^yy »^$z, in vece di y,tr, onde (p divenga 
V =:j*+j^ ;&+» ^y + h ** > « foftituendo 1 va- 
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lori di y , *, Syy iz, farà (f^ = x»/xH-d'(x«)/ x 

V. Le cofe fin qui dette anno luogo qualunque^ 
fieno le differenze delle variabili finite o infinitefìme^ 
che in tal cafo fofflionfi denominare differenziali • O* 
xa è chiaro che fé ila ^ una funzione intiera ^ e raziona- 
le di qualunque numero di Yariabili ed alla prima di- 
menfìone in tutti i termini dove fi ritrovano , è chiit- 
xo dico che il porre in (^ volta per volta ds^dy^dx^ 
ecc. ed indi prendere la fomma di ciocché nafce fiSL* 
lo ftelTo che differenziare la tp fupponendo variare la 
fola x> poi la fola y , indi la fola z &c. , la qual fom- 
ma è =://^ per le cofe dette al num. z. Gap. 7.Lib* 
2.. Si ponga in (pìzx^d x ^y^dy^z, ^ dz &c. io^ 
vece di x , j ) x &c. e (i ordini ciocché nafce in na* 
niera che il primo texmine non contenga differenzia- 
li } che il fecondo contenga i differenziali alla prima 
dimenfìone > che il terzo contenga gli ambi dei, diffe- 
xenziali^ il quarto i terni &c. , e u chiami ()>' il (p 
così cangiato ; quello <p' farà ciocché nafce operando 
come (i é fatto nel num. g. , in vigore di ciocché fi 
è detto al num« i; onde per le cofe dette al nume* 
xo terzo 9 e fui principio di quefto numero fé le dif- 

d^Cp 
ferenze fieno infinitefime farà (p*sicp^d(p ' 



• ^ &c.) fupponendo coftami i diffcrcnciiali/ 



^•3 i-?^ 

e comecché la fola dìverfità che pafTa fra ^* in fup- 

pofizione dei differenziali da q>^ in fuppofiziòne di dif* 
ferenze confifte in indicare per ^ ciocché fi é indica- 
to per d ; dunque efesuite attualmente le fopraccen*- 
nate differenziazioni fupponendo c^flanti i differenzia- 
li, e di poi cangiati i <i in ^ fi avrà (]p* in fuppofi- 
iione, che fi f» poflo in 9 la ;t Hr- ó* x, j -+- ^j> ^H-^ * 
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&c. in vece di x , j , z &c. 

VI. Ritornando alla ferie Cp ^ Cp^O^'^Cp'"' SlcCiz tp 
una funzione di qualunque numero di variabili, e dp' 
fia ciocché diviene Cp ponendovi x-t-i'x, jf-j-^J j 
% + ^ z &c. in luogo di X , jf , » &c. j e (p'' fia cioc* 
che diviene Cp' ponendovi fimilmcnte in vece di x,jf, 
z &c. X 4- 5* X , jH- ^ jf j »-4- J" zr &c. e così in fe- 
guito fia cp'" ciocché diviene qp*' per una fimile foflitu* 

2Ìone; pel nuin. 5. avremo (jp*=qpH-<fqp^ ^ 4- 

ÌÌL-+.J!1Ì- &c.; fimUmcnte farà (J)"=<|)'+ rf <{>'+ 
2.3 a-3-4 

1-X H ^ &c. e cosi degli altri , giacché pel nu* 

2 2.3 
mero primo lo ftcflb rifultato fi ottiene ponendo in ^ 
le variabili colle loro variazioni, ovvero operare co- 
me fi é fatto nel numero 3 ; dunque farà ÌCp'=:(p''^ 

* 2.J . a.3.4 

» a. j 

•4« £*« &c. e così di feguito ; ecco adunque aflegna- 

2 • 
ta la maniera di determinare le prime differenze del« 
la ferie j)ropofta . Comecché poi abbiamo ^^cpznicp^ 
— iCp pel num. 2; dunque farà ^Cp=d(^Cp' — ^)-h 

2 2 « 9 

differenze abbiamo J» ^=<f*<l)'— ^4)=<<(^"— 2 ^'-H') 
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è chiaro il progrcflb per le altre differenze di ep . An- 
zi confrontando quefte efpreffioni delle' differenze colle 
cfpreflioni del numero 2. fi ritrova che ^^ è la fora- 
ma dei differenziali che nafcono differenziando ^ tan* 
te volte, quante è neceflario, acciocché non vi fia-. 
più luogo alla differenziazione delle variabili, ( imper- 
ciocché i differenziali fi devono fupporre Tempre co- 
llanti ) ; con quefta avvertenza che prima di far la-, 
fomma dei differenziali , il fecondo differenziale fi dee 
dividere per 2 , il terzo per 2 . j , il quarto per 2 • } • 4 
&c. ed i // fi devono convertire in 6". Sì ritrova iti^ 
fecondo luogo che ^^Cp nafce facendo una fimile o- 
perazione fopra ^(p; che $^Cp nafce operando nella 
ftefla maniera intorno ^^(p, e così di fe^uito ; orde 
generalmente parlando farà ó""^* (|) = 2 . (i^'Cp) +• 

— i^ — ^H i -i &c ; fi avverta femprc dican* 

2 2.5 

giare \ d in $ ^ dopo che faranno efeguìte le ditferen» 
zìazioni • 

VII. Dalle cofe dette verfo il fine del numero 
terzo fi rileva, che in ^ ^ ordinando i termini in ma- 
niera, che nel primo fi contengano le differenze alla 
prima dimenfìone, nel fecondo gli ambi delle ctìffe* 
lenze, nel terzo i temi delle differenze, e così dì 
feguito faranno in j'qo tanti termini quanto è il nii- 
mefo che efprime la maffima dimeniione , a cui a- 
icende il prodotto delle variabili in ^ ; e comecché 
neir ultimo termine di ^ap non vi fono variabi i et 
fendo un prodotto di fole differenze; dunque trattandoti 

di $^(^ — d{$(^)^tlI^ &c. ( differcnziandQ 

* al " 
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al folito , in fuppofizione dei differenziali coftantì , e 
cangiando in feguito i ^ in «T )avremoin^( j'qp) un 

termine di meno che in ^^: in d^-^ — ^avremo due 

2 

termini di meno; tre in i^l — il &c. ^ e perciò il 

^* ?• 

prodotto delle differenze in d^ ^ 2 non afcenderà 

a maggior dimenfione) che in d^- — -^, ed in quello 

z 

non afcenderà a maggiore dimenfione ) che in d(^Cp): 
onde in ^^ (p il numero dei termini è minore delP u** 
nità del numero dei termini in ^cp; e così fi prova 
che in ^^(p il numero dei termini è minore dell* u» 
nità di quello che è in d^^^^e di due di quello, che 
è in d^qp, e cosi in feguito; e perciò fé il numero 
dei termini in S (p fia m , cioè fé la maflima dimen« 
fione del prodotto delle variabili in ^ fia » ^ farà in^ 
^ "*^ ^ il numero dei termini :=:n — « = o , cioè fa- 
rà ^•«■'^^ro; onde il differenziale più alto ùixkd''Cp. 
Vili. Quefte confeguenze anno luogo fé le differenze 
^ ^ 9 ^y ^^ Sic fono collanti , vale a dire fé fieno 
le ftefle paffando da q) a ^' » da q)* a cp'^ Scc. Suppo* 
niamo ora ^ che non fieno tali , avremo già al folit» 

^(pz=:dCp^ ^&c. cangiando dopo la differenzia- 

zione i d in d", né qui fi avevano altre variabili' oU 
tre le folite x^ y ^ z &c. Avremo ancora generalmen- 

te ^(p'=:d^' ri ^H — &c. ) ma qui abbiamo la 

2 2 • g 

qo* oltre le variabili folite x^ y .^ &c. anche le dx^ 
dy > à^ &c« che fi fuppongono ora variare anch' effe; 

onde 
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»!3 



onde quel primo termine Wq)' ( §. j. y fatar ciò chó' 
diventa ^' ponendo <£ x , dy, iz, ecc. in vece di x , 
«, », e ddtCf ddy, ddz, &c. in vece di dx, dy. 

</* &c. ; — I. , — i &c. faranno al folito cavati dal 

termine precedente come porta la dottrina data al §. 3. 

E qui pure dopo trovati i termini </<j3',-l£ , ££' 

a a . j 
&c. converrà ricordare di voltare i rf in ^. Maqj'rs 

<p-f-^<p. Dunque <yq}'=</((p+^(j)) 4- ^* (<M-^ ^) 



-^<p=:^(J^(p)4-^iiÌi+fI£l)&c., dove 

2 2 .g 

rf(^(|>) è il d'cp foftituiti ^xj^'j^J'» &c. in luogo 
di X, jf, z> &C.3 e ó'J^x, i'd'j, ^^r, &c. in luogo 

di ^x, d'j, J<* &c.; £Iiìi,£ii^i.poìdìpen. 

2 ^ * 3 

dono ognuno clal termine precedente ^ come (i h det* 
to al §. g. 

X. In (b fi è fempre fin ora fuppofto > che ciaf- 
cuna variabile abbia fempre V unità per efponent^^ » 
comunque fieno poi fra loro moltiplicate ; anzi fi è 
dettO) che fé occorrano potefià delie variabili intiere , 
fratte 5 pofitive ) negative^ ed ancora quantità trafcen- 
denti s di foftituire in luogo loro altrettante variabili 

per efempio p in vece di x", q in vece di y^ i a^x x, 
e M in vece il lp( &c. ; onde nelle diflferen^e di qp fi 

fm. U. G g in* 



134 1 l B R O Ih 

iQcontreranno in tal cafo i ^p^ ^q^^u ftcEflendo 
y = x" , farà facile trovare ^ ;^ = tf x" , nel cafo «he 
£a n numero intiero e pofitivo; perchè avraflì ^1' = 

m 

x+d'x — x" , ed alzato attualmente il binomio 
x-h5^x alla poteftà n col mezzo del Teorema Neu- 
toniano avremo il ip in termini finiti . Se poi n è 
numero intiero bensì , ma negativo ; ovvero fratto po- 
iitivo o negativo che fia; allora o fì potrà Jafciarela 
efpreffione dì $ p in termini finiti o in forma di fra- 
zione , o vincolata di fegno radicale ; ovvero per li- 
berarla da quefte forme converrà ridurla in ferie; lo 

fteflb dicafi di ^ q-=z^ a h^xk ^ S u zil S l x ziz 
l(x^S'x) — lx. 

Xl/Ciafcun vede che la fin qui efpofta teoria-» 
abbraccia ogni forta di differenze finitelo infìnitefime 
che fieno ; ma fé fi tratti di differenze infìnitefime le 
operazioni divengono più facili e più brevi ) potendo- 
ii fecondo la natura delle quantità infinitefime omet* 
tere fempre quei termini ^ in cui la fomma degli cC- 
ponenti dei differenziali è maggiore > rifpettivamente 
a quei in cui tal fomma è minore ; e perciò dCp farà 
eguale MJx^Hdy^Pdx, &c. cioè farà la fom- 
ma di ciocché nafce ponendo variabile volta per vol- 
ta la x , j, 2& &c. ; fimilmente ponendo coftanti Jxy 
dyyd z^SiC. {zxkd d(p=M' d x^-^M^'d X dy^ M''' d X dz. 
&c. K'dy^+ H"dydx + K''dydz&c. 4- Fdz* 
^P''dzdx+F''dzdy &c. , cioè farà eguale alla^ 
fomma di ciocché nafce fupponendo in d(p variabile^ 
volta per volta la x, j, z &c.; Io ftelfo dicafi dei 
differenziali di Cp dì ordine maggiore fino a tarito^ che 
fieno efa'urite tutte le variabili . Che fé poi fuppon- 
gonfi variabili ancora i d x^dy^dz &c. ; (àrè ddOp:= 
ai differenziale di dp differenziato di nuovo fupponeii- 

do 



una 
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do variabile volta per volta x^y^z Scc. dx.dj^dz 
&c. pel numero 9; la ftefla redola vale per il diffe- 
renziale di qualunque ordine di «pi cioè il diiFeren* 
ziale deir ordine più alto è eguale alla fomma di cioc- 
che diviene il differenziale dell' ordine immediatamen- 
te proffimo minore differenziato volta per volta in^ 
fuppof5zione5 che fluifca una fola di quelle quantità, che 
fi fuppongono fluire nella totalità. Prima di finire fa- 
rà bene richiamare alla memoria H fignificaco di que- 

fla cfpreffione ('^] ^x notato in altro luogo; 

-tale efpreffione altro non fignifica fé non che (p è fia- 
ta differenziata in fuppofizior^e di x folamente fluen- 
te; la efpreffidne poi ( — j fignifica che dop è fiata.» 

differenziata in fuppofizione della fola x fluente ^ e 
divifa per d x ; alle volte fi lafciano le parentefi quan- 
do non vi è timore di equivoco , 

XII. Facciamo altresì riflettere in quefto Capo 9 
che da qualunque equazione fia poffibile fare fpa- 
rire una coftante col differenziare P Equazione. Sia^ 
per efempio x^-^x^y^h^x^a = , farà pertan- 
to tf ;= — x^ — x*jy — b^ X ; e perciò differenziando 
avremo oz=. — ^x^d x — ixjdx — x^ dy — b^ d x ^ 
equazione differenziale » in cui manca una coftante ) 
che era nella equazione propofta; La Equazione dif- 
ferenziale fi feriva così i*r=: — 7x\ — ixy — x*— ^: 

differenziando di nuovo farà o=z — 6xd x — 4 x dy^ 
xydx'^x^.j/^ equazione differenziale di fecondo grado5ÌQ 

Gg a cui 
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cui manca una collante ) che è in quella di primo gra- 
do; ed in cui mancano. due collanti per riguardo al- 
la propofta Equazione; adunque 0£ni volta che fi dif* 
ferenzia fi potrà dalla equazione lare fparire una co- 
ftante . Colio fteflb metodo fi potrà fare fparire una^ 
variabile > un radicale^ una quantità trafcendente &c.; < 

Sia per efcmpio v = x /x > farà ^ = /x> e differen* 

X 

ziando avremo : ^ == — ) oflia xdx =:x dy 

XXX 

«— jf dx .%i potrà ancora fare (parire una variabile coi 
fuoi differenziali; la equazione propofta rifoluta ri« 
fpetdvamente ad una variabile fia j ;= X» farà X (\xa^ 
zione della fola x ; dunque differenziando avremo 
dy=z.dK^ e tornando' a differenziare fupponendo dy 
coftante farà 9^zddX^ equazione in cui manca una 
variabile coi fuói differenziali. Colla differenziazione 
fi tolgono ancora dalla Equazione gli efponenti inde- 
finiti , e fratti Sia la Equazione y'*:=z(aìi — x x )*| 
differenziando fairà m j**-' dy == — z nx(a a — x x)"^^ d x, 
e dividendo quefta Equazione differenziale per T equa* 

/•• ^ \ ^ d y — 2 fi X d X • 

zione finita 9 farà si =: i equazione m 

cui mancano gli efponenti « Non mi dilungherò in fa« 
re riflettere , che fé col mezzo della equazione pro- 
pofta fi prenda un valore di una variabile ) e fi fofti- 
tuifca nella equazione differenziale nata dal! a propofta, 
venga con tale foftituzione a cangiarfi la forpia della e- 
quazione differenziale; e comecché qucfte foftituziooi fi 
poifono fare in molte guife 9 fpecialmente fé la equa* 
zione propofta fi moltiplichi per una funzione di x ,jf; 
quindi la equazione differenziale potrà prendere diver* 
fiffimi afpetti ^ quantunque foftanzialmente fia la ftef^ 

fa, 
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fa; cioè a cui foddisfaccia la ftefla relazione fra x^y. 
Maggiore numero di variazioni poflbno darfi nelle e- 
quazioni differenziali di gradi più elevati , foftituendo* 
vi i valori delle variabili , o dei loro differenziali dati 
per le equazióni diffeienziali di grado meno elevato .^ 
Qu^fte encndo cofe facili a comprendere non merita* 
no fpie^azione • 

CAPO IL 

Delle Vormole differenziali fignificanti , 9 delle 

forinole affurde» 

I. pOfto fdx-^zdy^ fi avrà ^'=zf^ (/^èqualun- 

d'f 

que funzione di x , ed ^ ) ; perchè appunto ~- può 

iìgnìfìcare qualunque funzione di x , ^ ; perciò la for* 

mola j^, fi chiama lignificante* Differenziando fdx 

dp 
:=dyifi ivikf d d X -^ d fd xz:ì d dy ì ma. t dp^j- 

I? x+-^ i/j Cap.i. n#iii dunque (ara ]^rfrfx-+-r-^ rfx*-h 
~ djdx=:ddy; ed tfkndo f dxzrzdy^fàtkfdd x 

ddy — p dd X dxddy — dyd^x «^ * . ' 

4x* d9Ó ^ 

fflO» 
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mola adunque , qualunque ila la relazione fra pc ^ y ^ 
onde fìa fdxzzzdy% fignificherà Tempre una funzione 

di X, jf, che farà = -j^ +/?_?; e così feguitando 

dx dj 

a differenziare fi potranno trovare formole contenen- 
ti differenziali più elevati ^ le quali fignificheranno u- 
na funzione di x, j qualunque fia la relazione frj^ 
quefte variabili < 

II. Al contrarie poi la formola . ■ . = J -+- 

d d X 

(d P d P\ d X* m ' 

—1- -I- p —£. j -T--J— non à fignifìcazione alcuna , ec- 

cetcuatbne il cafo , in cui fia _l 4^ ù --l = o ^ perchè 

dx dy 

d X* 

la formola -yy— 5 da cui dipende il fignificato di quel- 

d d X 

la, è fenza alcuna fignificazione , effendo i dx^c d dx 
del tutto arbitrari; adunque per rendere fignificantt^ 

J V* di il N 

la formola — - — ^ e perciò V altra - — ^ bifogna fif- 

d d X d d X 

fari il fignificato della formola — — , il che fi ottic- 

d d X 

ne fupponendo collante una funzione delle x^ y e lo- 
ro differenziali primi , ovvero di una variabile fola e 
della fua differenza , la quale funzione fia in, me* 
diante la equazione pdxz=Jyy fi troverai/ «eguale a 
2( i X , denotando » una funzione di x, y; impercioc- 
ché dovendo etCcte du=zm dx'+'ftdyy farà duziz 
miX'Arnjd X ^ e pofla w4-»;^r=z»,farà duz=,z>dx; 
in'appreflo mi fervo fpeflb di fimile efprefiione com* 

pen- 
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pendiofa , di cui farà per altro noto il iignificato ; dun- 
que averemo d d u':nd zd x '^zd d xzn 0; ma dz& 
può ridurre zz^d x ; dunque z' d x^ ^zdd x-=za ^t 

d x^ Z 

funzione di x , j j foftìtuito quefto va- 



d d X z' 



day / d p d p\ 

lore nella equazione ■ - ' - ^zp-^l^^p^) x 

ddx \dx dj/ 

d x^ ^ d d y d dy z z 

(^^ f ^\ ; quefta equazione pertanto differcnzio- 

\d X dyj 

differenziale 5 in cui fi è fuppofta coftante du^t à cui 
foddisfà la equazione primo differenziale pd x:=dy y 
à la relazione dei fecondi differenziali fignìfìcante • 
Quando per la rifoluzione dei problemi fi ricorre ai 
ditierenziali , non fi à certamente confiderazipne alla 
loro quantità affoluta y che non è pofiibile ^ effendo le 
quantità infinitefime di loro natura indeterminate Gap. 
!• ). I. n.j. ; ma fi à confiderazione alla loro relazione , 
la qualC) acciocché fia di ufo, conviene , che fia ftabile 
in termini finiti, il che appunto fi ottiene introducendo 
nella equazione differenzio-differenziale la coftante ^«. 

d d 'É 

III. Quello che fi è detto dcUa formola -rr^ 

d dx 
d^y 

vale generalmente della forraola -— i- , cioè mai quc* 

fta formola non avrà relazione ftabile efprefla in ter- 
mini finiti ) ( eccettuati alcuni cafi ) fenza ricor- 
rere alla coftante du come ibpra; in tal cafo effen- 
do la formola ■ fignificante ed eguale in confe* 

9w W ^% 
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guenza ad una funzione di x^y^ che chiamo r, farà 

d d 1 

-r j ='•; onde d dy:=zrddxj e d^yz^d rd dx-i^ 
d d X 

d^y drddx ,. . , , 

r d^x i c ■■ , ^ = ■ 4- ^ ; nia abbiamo d dxzz, 

d^x 4^ X 

^-r-, e chiamando ■=^) onde fia ddx-^z 

^//xS abbiamo d^x=:dtdx^ -{^ zt dxd dx z=.dt dx* 
^zt^ d x^jc po&o diz=:r\dx y er*-hz^* = /s ab- 

biaaao id x^:=zd^x; dunque foftiluendo farà— — = r 

i d y f f^ 

J-. ; finalmente pofta dr=:s'dx% farà — -f-r = 

— ^ • Nella ftefla maniera .fi dimoflra, che mediante 
d^ X 

la collante du fi rendano fignificanti le relazioni dei 
differenziali più elevati ) che fenza Jtal fuppofto fareb- 
bero in fignificanti^ 

IV. Qualunque equazione fignificante ^ cioè cht^ 
à la relazione (dei xliiierenziali fignificante ^ fi può eA 
primere in maniera ^ che non coniparifcanò i differen- 
ziali • Comecdiè per ottenere la equazione fignifican- 
te è neceflaria la du coftantetpofto che pdxzndy ef- 
prima la relazione .dei primi differenziali ^ fi otterrà 

Ju:z^zdx: onde dxzz-^ % t f ixzn^dwindy; 

differenziand o d xzz ^ in fuppofizione di d u coflan- 

te 
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te farà d dx-izidu df ■^—; ma % contiene Ie'"'VariaT)iir 

^> J5 ?; dunque 1/ — :• conterrà, oltre le variabili , i 

Wjc, 1/ j , df*f'mz i rf>:^ //j fono dati per rf« e 1^> 
variabili predette ; adunque dd x farà data per d u 1 
dpi e le fopradette variabili; cosi fi dirhoflra , ch^^ 
W^ X fia dato per le variabili anzidette • e per d u ^ 
dp y ddp; ciocché fi è dimoftrato dei ddx:^ d^x&c, 
fi dimoflra ancorai dei ddj^ d^y 6cc. differenziando 

la equazione — ^ « =: i^j ; duaque fatte le foftituzio- 

■ 

ni in una equazione differenziale di qualunque ordi- 
ne,, che fhiaiuo (pzzzOy farà dcp funzipne di Xyyyf^ 
duyddp &c. pongafi ora dfz=.qdui(dLik ddpizzdqdu^ 
e fatta rdu:zidq &c.^ farà (^-=^0 funzione deUe va- 
riabili ^) J^;^ 3 9^ 5 r;eirendo la equa2Ììone divifibile per 
una poteftà di ^fn, fpariranno \ du. Ordinariamente 
quando le circoftanze non richiedono il contrario fi 
iuolc porre duzndx collante, tìa cui ne viene che 
fia ddx-^^oì d^xz=zo *&r.",*"e perciò nella equazione 
rimangono foltanto i differenziali alti di 7 j^ i jquali fi 
poffono eliminare ponendo pd xz=.d^ ^ dpd xzzzq //x* 
tizd^jy ^ ad x^z=:r dx^zrzd^y ^ perchè eflendo la e* 
qnazione divifibile per una poteftà óì dx refterà elfa 
urta funzione x, j, py^ì ^i ^ Scc. Quefta equazione 
contiene la relazì'one fnx ed jf talmente , che pofta 
dtp funzione di x, j, py onde fia per eferopio-.x/j* 
+ ^Jj? -}- y^ = Oi a -cui <!ol:Hfpofìde la equazione 
^ xdi^ dy * 

dx^ -^ dx -^ , ^ , 

yì^dydx +^^|/^* =; f>i fé, fi Cciolga h equazione,*: p^ 
Tm. II. Hh -^^yp 
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4.>rjf/4*5' = ^9 e fi ritrovino i valori di pdlatipet 
X ^ yy 1' integrale della equazione fdxz=zdy^ fod- 
disfarà ancora alla equazione xdj^-^ xj dj dx^ 
y^ dy^ * Adunque i problemi fpettanti la integrazione 
delle formole y e delle equazioni differenziali fi poiTo- 
no proporre nella feguente maniera : Data una equa* 
zione fra X , jf , f , 9 , r &c cioè una equazione fra 
le variabili » e le relazioni dei loro ditferenzìali , ri- 
trovare la funzione di x] y ^ che ibddisfaccia alla e* 
quazione {Mropofta ; il Signor Leonardo Bulero celeber« 
rimo Algebrifta confiderà i problemi di calcolo iute* 
graie fotto quefto afpetto . 

V. Pofto che in una formola differenziale ^ che^ 
chiamo (p fia fiata fuppofla coftante du^fi porrà , quaa* 
do fi voglia ritornare nella fuppofizione di nelTuna^ 
coftante nella maniera , che fegue . 5i riduca (p a fun« 
zione di X , jf ) ^ I 9 , r , / &c« come abbiamo infe- 
gnato al numero 4.;£frendo ivi fdx^rzdji fupponen* 

do nefluna fluifione coftante farà i>r= '^. ^ ^ ^ ; 

«x* 

, dp dxddy-^dyddx r a*-. ^ j-. 

onde qzz:-r^zz '' ■ ■ % e foftxtuendo 

du dx^du 

nella equazione data per x ^ y^ p ^ q^ r Scc* i valori 
dì p i q% r &c. dati per x^ y t loro differenziali ) fi 
otterrà una formola , in fuppofizione di neffuna co« 
fiantc; da quella fuppofizione fi potrà quando fi vo« 
glia paflare ad altra coftante 0ome piacerà • Si noti 
che <iuatunque coftante fi prenda fi arriverà fempro 
eliminando i differenziali ad una formola , data per 
x»^) p%q^ r &C. della ftefla numero forma; al coa« 
erario introducendo i differenziali la forma della equa* 
zione farà diverfiffima e cangierà al cangiarfi della co* 
ftante i dunque m qualunque fuppofizioue fempre tu 

mai- 
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marra la ilefla (unzione di x ^ y che foddtsfì^ al firn* 
blema ; la relazione poi ilei differemiali fupevìprì ft* 
rà divcrfa e cantieri al cangiarfi dellacoftantc^e net* 
la fuppofìzione di neiTuna coftante farà va^a ed tnde- 
cerminaca) eccettuaci alcuni cafi parncoUu. 

VL Le formole differenziali affurde fpno quelle i 
che non pafibno mai* na(cere dalla differenziazione di 
alcuna formola finita; ed in realtà riflettendo alla ma- 
niera di differenziare fi offerverà»ehe le combinazio» 
ni dei differenziali fra loro ) e colle variabili include 
alcune condizioni, le quali faranno neceiTatie ^^}^^ 
formole differenziali , acciocché fieno effe capaci di 
integrazione • Molti fon^ i n»etodÌ per accertarfi fé le 
formole fieno delle poflìbili a ricevere integrazione ) i 
quali metodi fono ffati ritrovati riflettendo all' anda* 
mentO) che fi tiene nel prendere le differenze ; di que* 
ftì qui ne porteremo alcuni • In primo luogo quando 
la formola differenziale propoRa noi) fupponga fluflio** 
ne alcuna coftante > fupponendo coftante la i/x^ e po- 
nendo fdxzziiy^ fi riduca efla a funzione di x, yy 
fyq^r &c. indi fi paffì un' altra volta alla fuppofi- 
zione di ix fluente ^ come fi è infegnato al numero 
5. Se la formola che di nuovo nafce per la fuppofi- 
zione di dx fluente fia feftanzialmetite diverfa dalia^ 

f»ropofta; allora fi può conchiudere che la propofta è af- 
iirda; perchè le formole reali in qualunque fuppofi» 
zione non cangiano mai la relazione fra x $ y ; il che 
non avverrebbe fé le due predette formole foffero fo- 
ftanzialmenie diverfe » Se poi non fono diverfe ) ciò 
avviene nella maniera che fegue • Sia la equazione^ 

PddX'JhQ.d4y^Rdx^^Sdxdyj^rdy^z:z:o,z 
cui fi poflbno ridurre tutte le equazioni differenzio- 
differenziali, in quefta non fiippongafi coftante alcuna; 
fi pafli ora alla iuppofizione ci dx coftante > e fi ri* 

H h 2 duca 



duii^ la equazione a funzione ài pc ^ y ^ p ^ q; avremo 
ig priflio luogo ddx:=zoi e pofta fdx'=zdy , farà 
d pdxz^z ddy ^ e pofla inoltre dpzrzqdx^ (irÌLqdx*' 
^^À^yi OBàtiktìitncndo fi otterrà Qj^-^R +5? + 
Tp^ =0 .. Si paffi ora alia fappofizione ài dx fluente) 

9 * * f ^ ^ ' **^ jf^ tt ' ' di ^ Jt A JM - «g M XF JV V* 
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:rfx' ^^ ' dx 



• . ^^.dxddj^^^Jy.ddx i -,. . . ^.^ .^^ 

t>nde fl' si — T ^ r ' efòguice pertanto 

foftit'Jziónì ritorna la equazione eoi differenziali della 
fefiuepte forma Od irfi •— ^ 'T ■ 4- *=^ ^* «4* 

Sdxdy^Tdy*:^o. La quale conterrà colla prcj- 

pofta fé fia P=— ^J^.;Sia propoila da efaminarfi 

d X 

la fornloia y ddy^ ^j*-f- J^ ddx^dx^= (?, avremo 
Fi='xV:i^=j; ynclc I» . equazWnc di coedizióne 

P = — ■^«-^ diverrà x =r — 2-^ ; e perciò ^c rf x 
dx dx 

^ydy=io. Per vedere fé fufliffe qirefta: equazione la 
diflTerènzio , ed ottengo x'd d x -{- d x^ ^J^ày 
9+*dy^z:zo; equazione identica ctolla propofta>e pérp 
ciò r integrale della equazione x dx-^-y dy^LV^cioh 
•x*4-j*= a*foddisfàYà alla propofta equazione diffe* 
renziodifferenzìale . Vogìiafi efaminare la equazione 
diSereazio-difTerenziale y d d x+x d dy — dxdy::r,o 
in cui nefluna fluflìone è ftata prefa coftantc Sarà 

P=Ji i2i=^)e perciò j = ^— ^ j onde y d x^ 

xdyz=iOi dunque xjH-^ = fl integrale di quefia^ 

do-- 



dovrebbe Soddisfare alla propo(ta equazione; per ac- 
cercarnvene differenzio j dx-^x d y=zo ^ e ritrovo 
yddx-\- X d dy-\. id xdy=.o ^ fotcratta quefta dal- 
la propofta abbiamo r— j-i/ x /^jrsd, e foftitirendo -»- 

xdy . , .. ,/. ìxdy* 
i- m luogo di duiat^ '^ „■'. =0, cioè «rrfl; 

.^ ■ ■■ ■ y ' 

il che repugoa colla equazione x^j-f-^sro ; qucfto 
inconveniente, mi iodica, cbe la pjfopofta- forinola dif- 
lerenzio-difFcrcnziale è affusa . Quando poi accade che 

ìa equazione" P = ^.^£^^dà*cr:=fl, allora non avrò 

equazione data per i primi difterenziali, da cui fipofc 
fa ricavare U relazione fra x, j, e provare. fc eflà^ 
loddistaccia o non foddisfaccia alla, propofta differen- 
ziale; cofa fi dee. da ciò inferite > io dico, che fé fi 
jappia , che la trasformato fia poffiWe e ùon affùrda-. 
io farà ancora la propofta; fc. poi niente fi là ppia del- 
la trasformata > niente ancora fi pQt uà decidere della 
propofta , giacché in qucfto cafo ia trasformata e la 
propofta fono identiche . 

y^^'J-^ equazioni ch« foup aflìirde in fuppofizio- 
ne di neffijna coftante fi poflòjna rendere non affurde 
lupponendo una fluflìoDe. coftante .::;Sia la .equazione 
ydd X ^ X ddj — dx dv =0 , in cui neflUrili fiufliorie 
è coftante, e che in tale ftato è affurda-. Suppqngafi 

dx coftante^ avremo xd di =zd xdy, òmLli^ = 

~ , ed integrando /jf = x l>t\ bikfe y = — . Sfat^òn* 

gafi coftantcjTifx in vece dì ii^.izxk yiàx^àkày 
^=(}> onde foftitucndo avremo xddy—idjdx:=zo^ 

cioè 
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CToè - " ^' = ) ed integrando dy zz, a^^.yi x\ 

dj X / 

dunque --^ =: 4 x^ if X > ed integrando / j=: • 

Dunque fupponendo qualche fluflione coftante nella for« 
mola aflurda propofta» viene efla a renderfi non affurda. 
Si oflervi per altro ^he al cangiare delia coftante fi 
cangia ancora la relazione tra x , j ; il che appunto 
indica che la formola propofta fenza fupporre coftàn* 
te é aflurda ; quindi fi può ftabilire una regola per co^ 
nofcere le formole ( m cui non fi fuppone coftante y 
aflurde dalle reali; le prefa qualunque coftante poffa 
*ottenerfi fempre la ftefla relazione fra x ,jf la formo- 
la è reale ; le mutata coftante fi muta relazione tra 
X , ir la formola è aflurda • I princìpi dì cui fin' ora 
ci uamo ferriti per ftabilire le condizioni neceflarie > 
acciocché le formole differenzio*difFerenziaIi non fieno 
aifurdC} ci àpprono la ftrada ancora per efamtnare le 
formole difTerenztatt dì gradi più elevati; anzi per le 
formole ancora che contengo più di due variabili > e 
1 oro differenziali , le auali cofe benché non fieno dif* 
ficili tenendo dietro alle cofe fin qui dette ; richiedo- 
no per altro molta fagacità nelP Analifta * 

vm. Altro metodo di*diftìnguere le formole af-» 
furde dalle non aflurde » il quale è seneraliflimo > e 
comprende qualunque forte di formole > ci à dato il 
Signor Conderfet s che io brevemente qui efponjo • Sia 

dxz::z^y ddkz=:dp:=^yd^9C=:é^p:=zdq=:r&c.i C 
iìa dp una funzione ài x^fy qy r &c. fi diflerenzi ^ y 
pnde. fia dCpzi^Mdx^Pdp^Qjq^Rdr&c. io di- 
co ) che non potrà ip avere integrale immediatamente 
proffimo^fe non fi veiìfica la feguènte equazione M — 

dP 
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iVJ^d^ At"'^ ^ ^^* =^ ^ ' ^^^* ^^ '3^"^ ^^^'^^ tctminl 
non fi elidano. Supponiamo che P integrale di ^ fia 

'jt: differenziando m avremo 1/^=:-^. ix | ■ ■ ■ :? 

4- . ^ &€• identico con (pi avveitafi che in ir come 

integrale immediatamente j^oifimo di^ nonfideetro* 
vare la r offia d^ x y che è il differenziale più alto di 
^. Si differenzi di nuovo quefta equazione ed avre* 

, Ax dx df dp * 

i q d ..— -)-—.• dr ^:zd«p:mz abbiamo d(pz=Mdx 
dq dq 



^Pdp + Q^q-^Rdr ; dunqae il primo membro 
della prima equazione 1 dovrà eflere identico col ^- 
condo membro della feconda; e perciò paragonando 
i coefficienti di dx%dffdq^dr& ritroverà M = 

- d'^ ^ dTC , jd^ ^ d'Jt . .«TT -, d^ ..--. 

dx dx d f ^^ dp dq dq 

renziata la feconda di quefte equazioni e Sottratta dalla 

dn 
prima (ara M-^dP:=: — ^^ t' ^ ^^° quefta fommatala 

dp 

terza differenziata due volte farà M—dP + d^ 0= 
d^ ~. ; fottratta finalmente da qacta 1» quarta difii^* 

renziata tre volte fari M — dP^d^ J2j-- d9R=:9 
come fi doveva dimoftrare . Quefla ultima equazione 
fi chiama equazione di CQndipì0ne ncceflaria acciocché 
la formola (p ammetta 1' integrale immediatamente 

prot 



/ 



3^8 I l'.AR O I I r. 

pffoffiwo» Se in (^ M fieno diiFerei3ZÌali .più •alti deHa 
^ per cfempio d^x; fi ponga d'^xzzzfy on^? ^ fia 
faniiooe €11x5^,9^5^5/5 e d (p=: M d x-^ Pdp-^ 
Q^d-q-^ Rdr^S d s ; Idi equazione 4ìì «ondizkHie fa^ 
^j4^2^dP + d^Q^j^d^K^d^S=:o; farà dunque 
chiaro come fi dee procedere fé fieno in ^ }iftfferen- 
ziàli più alti di X. " . ^ 

^ IX. Porto che Cp fia una funzione di .più variabi- 
bili e loro rispettivi difFercnziali col metodo del nu- 
mero precedente fi prova, che per ciafcuua. variabile 
ed i di lei differenziali dee valere una equazióne dì con- 
dizione della medefima forma,. e trovata oell*. fteffa 
maniera con cui fi è operato rifpettivametstc alla x ed 
i di lei differenziali ; altrimenti la funzione (p non avrà 
intégrale immediatamente proifimo; a vvcrtafr che nel- 
la prefente fuppofizione di più variabili, le M) P, Q^ 
Scc. faranno funzioni di più variabili e loro dìiferen» 
ziali • le quali quantità fi dovranno fupporre tutte flui- 
re in' ciafcuna equazione di condizione ; come lo efi- 
gè il metodo , con cui fi trovano dette equazioni . 

X. Si voglia prefentcmente fapere che condizio- 
ni debba avere (^ funzione ài Xydx ^ ddx &c. of- 
lìa di X5P, q, &c. acciocché pofla ammettere due 
integrazioni. Si fupponga X integrale proffimo dì T, 
e TT integrale proflimo di ^ . Pei num. S. non potrà 

^ avere V integrale X fé non fia — ~rf — +rf* j-j 



&c. = o; ma pofto d<^=Mdx^Pdf + Q^dq-+^ 

d'K dlZ g^ « TT » • 

K <f r &c. abbiamo P =: j--\- d -- , Qj= ^Z "^ 

• 

dir d'i: , , di: „ j^'^'^t, 

^>3,R=lInu.8. ; dunque fera -- =P-^ - = P 

,4Lq • dq . ^ "•* : • df 

-dO^ 
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^d Qjrd^ -^--^V^-dQ^d^K^ fimilmttitQ farà 

-3- = O — ^ R , e -j- = R ; foftituircanii ì valori di 

dp ^ dq 

dr: dj: di: „ . ìf^r , ^^ , j^diz 

—-,--- 5 »--. nella equazione --^ — d —^ 4-«* -r 

i^x df dq . dx dp dq 

= 0, farà P — dQ^^d^R — rf j^4- //» K +^^* /l = 
P — 2 rf fi^ j rf* K = feconda equazione df condi- 
zione che dee avere la formola cp acciocché polfa^ 
ammettere due integrazioni . 

XL Con quello metodo fi ritrova » che fé ^ con* 
tenga per efempio i differenziali quarti di x, cioè fé 
qpfìa funzione di x^p^q^r^ s fieno neceilàrie quattro 
equazioni di condizione acciocché Cp àoamett^i l' inte- 
grale in termini finiti*; pollo dunque dCpzziMdx^ 
FJp^ Qdq^R d r^ S d s le quattro equazioni di 
condizione faranno le feguenti (r) M — dP^+^d^Q^ 
^d^R-i^d^S^o; (2) P —xdÓ^id^R — j^d^S 
= o^(i) Rr- ìdR^ód^S^o , (4)R — 9//S=o, 
ì coefficienti numerici dei termini della prima coditui- 

ifcono una ferie di unità; i coefficienti della feconda 
upa ferie proveniente dalla fomma indeterminata del- 
la prima ferie ) che è quella dei^ numeri naturali ; i 
coefficienti della terza danno la ferie proveniente dal- 
ia fomma della feconda; quelli della quarta una fe- 
rie proveniente dalla fomma della terza. Da quanto 
fi è detto apparifce come fi dee operare fé in ^ .fic- 

^ ii(^ differenziali più alti della x. 

Xn» Se Cp fia una funzióne di Xj. ^x, ddx&c.^ 

y i dy y ddj &c. acciocché ^ ammetta un integrale 

che fia. funzione di x^jj cioè in termini finiti ; rifpct- 

tiyamente alla j, e fuoi differenziali devono valere e- 

., Tom. lì. ' ti qua-" 
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qnzzxoTìì analoghe a quelle^ che fi fono nel numero 
precedente determinate rifpettivamente alla xy e fuoi 
diSerenziali ; Io ftefla dicafi fé Cp fia funzione di x ^ 
jffZe loro differenziali ; cioè rifpettivamente a cia- 
fcuna variabile devono valere altrettante equazioni 
della ftefla. forma , che fi fono ritrovate per la x ► 
Voglkifi efaminare che condizione debba avere uJx 
'^vdy y in cui u^ v fono funzioni di x , 7 foltantOj 
acciocché efla fia integrabile» Differenzio la formola 

in fuppofizione di x fluente e trovo M = -— àx ^ 

dx 

-— . àyy e dif&renziaado la fteffa fbcmola in fuppo- 
àx 

fizione di i/x fluente avremo Vz=iu\ onde dovendo 

eflere M^dVz=,o farà^^'^^^'^'^^^/fi/^er, 

dx dx 

equazione di coadizione . Se fi fupponga fluire la fola x^, 

farà duz=z—dxi onde "^^ .ù , oflia ^ozzof cioè nell' 
dx d X 

formola propofta dee mancare il termine vdy >cofi-t 
per fé ftefla manifefta . Se fupponga fluire ancora 

la y fi ritrova du=:j^ rf x-f* — ^j , e perciò fo* 

ftituendo nella equazione di condizione avremo 

dv . du.dy • « r y d'I/ du 

^T^^dy ; — =^ = 0^ Cloe farà -— =: —-^ corno 

dx -^ dy dx dy 

abbiamo ritrovato nel Capo j. L. 2» La ftefla equa« 
zione fi ritrova fé fi operi rifpettivamente ad j > co- 
me fi è operato in riguardo ad xr 

Xllt Pafliamo ora a confiderare^ funzione di x 5 j^ 
e loro diflercnziali non gik fotto afpetco di formola > 

ma 
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ma di equaiiione pnde fìa 9 i=: ^ • Acciocché (p in qae* 
fto cafo (ìa integrabile devono ayer luogo le fteflfe e- 
quaziòni di condizione come fé (p foITe una formola ^ 
altrimenti <p =:o non è integrabile; quafitunque p^ 
altro' ^=0 non fìa integrabile ciò non ottante lo pò* 
trébbe e Aere fé fi moltiplichi per x funzione dix^y, 
e lóro differenziali, onde fia 7r(p±r(? j ancora in que-*- 
fl;a ipotefi Cp dee avere alcune condizioni altrimenti 
ne tampoco moltiplicata per qualunque finizione Trpo- 
trà renderfi integrabile. Ecco il metodo per fcoprire 
le condizioni opportune. Pongafi al foiitoin7r^là//x 

::z::p,yd^x=:^ ^ djz=: p\d dfc=z^[; dipoi fi differen- 
zi la equazione 7t (peno ^ farà a (tì^)) zuri: d(0-{'Cp d'K 
=:e>, ma abbiamo d(p:=iMd x^ Pdp^O dq^Mdy 
H- P'df^Srdq^ e d'Kz=:M''dx + P''7p^Q^dq 

^- M''' dy-i^'df^Q^' dq'; dunque foftituendo nel- 
la cqtiazioiie 7r^//a)^-c|>//^ =0 i valoifì di d.cp^d'KyC 
prendendo i cioemcìenti di dx^ dp^ dq^ ^J)^'/^?* 
^ovrà effere Tf>dr le cofe dette nel^n«m.«i mM^dp M*-' 

<bM'''^ d{T:F^(!pP''')^^{'n §y^(p Q^) =0; 
oifferenziando attualmente e trafcuranSo in feguito tut- 
ti i termini melciplicatì per (p ydcp-, à^- perchè (ft) 
'd(p^d^Cp fono eguali a zero; fi troverà 

^lM'^dF^i^^Ql)^d^(—F+ld QD^d^^Q^o 
fatte tfvanirc col mezzo di quefte due equazioni la tt, 
e le iue differenze ; fi avrS ì^, ^fquàzìone d) condizió- 
ne per la equazione (p=:o ^ acciocché effa poifa aoi* 
Mfcttere 1' integrale imm«diftttoi£ACe proifimp i^ In. gra- 
zia dei Giorni indicherò il metodo da tenerfi pei fa- 
re fvanire una variabile e le fue differenze adoperane 
do due equazioni.. Sicno quefte equazioni ^x-^hdx 
^dix:=iOy g'x^b' dx4-ddxz=z^ì tògliendo la 
• 'n 1x2 fccon- 
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feconda dalla prima farà a—a^ . x-^b -^b^d xzno ;e 
differenziando quefta avremo x d { a — a") -+-rfx 



4 ( b — i* )4- a — a'dx^ b — b' d d x=iOy col mezzo di 
guefte tre equazioni oe troveremo due % in cui vi fa- 
ranno i foli primi differenziali di x , e perciò arrive- 
rò ad una equazione ^ ih cui vi farà la fola x , la qua*» 
le equazione differenziata darà la terza equazione eoo 
la fola d x{ col mezzo delle tre equazioni ^ in cui vi 
fono le fole dxy arrivo a due equazioni con la folìsi 
^. e finalmente da quefie fi fa paflaggio ad una y in^ 
cui manca ancora la x . 

XIV. Sia C^ ^=z u d X ^ V d y =: fatto il confron- 
to colle equazioni del num. 6. avremo Min-r^dx 

dx 

c perciò le cquazio^ tt ( M -^d P}^^d jx^ V zz a^ 
'n(^M'^dF)^diT F = o idivcnanno Tcdx. 4^-F 

dx 

dv , , du dv 

dpi , dj dy 

^iz dv — V djz zzo-; e fottratta dalla prima molti- 
plicata per V la feconda moltiplicata per u nafcecà 

, du ^ dv . , dv . 

f^ax.- ^vdy. ^ vdu'^udy udxK 

dx • dx ■ • d y 

-p- + »rfi^=:«; »a abbiami duzs: — dx^ i-^Ji 
dy. , 49C dy ^ 

• dv dv 

e dvzs.'j- . dxr{- j- dyi dunque foftitacndo avrc*^ 

mo 
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oflìa viy'^udx=.o\ che, è la equazione propofta 
e perciò farà fempre poflibile col pezzo di un molti- 
plicatore > rendere integrabile la predetta equazione 
quando talejficcome vien propofta , non lo. uà • 

XV. Una qualunque 9 funzione di x , j e loro 
difTerenziaii col mezzo delle foftituzioni d x z=: f ^ 
dd x-=:q^ dyzzzp'^ ddy =5* &c. fi può ridurre a-, 
una funzione di x^y^ p^ 9^ f ^ ^ &c. , e loro dif- 
ferenziali primi • La funzione (p cosi confiderata fìa 
eguale ÌAdx-^M d^^Vdf + QJ jH-F dp'-^Qi^q'; 
fi fuppongano variabili le fole x , y ; dovrà eflefc 

d M d M^ . ^ , . .... 

--— = --; — pel num. 5*; luppouendo vaiiabm x h p 

dy dx 

foltaoto dovrà eflere -t^ =: — > 9 € coeì tia difcorrec^'- 

d p d X 

do ; onde fuppon^ndole tutte variare » nafceranno tan- 
te equazioni di condizione quanti fono gli ambi bielle 
variabili , le quali equazioni tutte fi dovrapno verifi- 
care 9 acciocché ({) ammetta T integrale immediata- 
mente proffimo. Ecco adunque un alerò criterio per 
conofcere fé le formole drfferen^ii^li ammettano inte- 
grale, il quale criterio in fodan^ fi riduce a quello 
che abbiamo di fopra recato > ed il quale è ancora 
applicabile alle equazioni • Se la eq-uazione ficconae 
vien propofta ooa à le condizioni necefiarie per la in- 
tegrazione ; alle vglte > ficcqme diiTemo, fi potrà ren- 
dere tale, che le ^bbia^, naolnjpjicandola per una fu4i* 
zioxie delle di lei variabili, ^ip^. fono necefiarie in ef- 
fe alcune cooilizipni; \i prefente metodo ci fcopricà 
fé la equazione . propoAa fi pofla rendere integrabile 
eoa un faoUipUcitQre i Sia U equazianeMrfJt-hNij 

^Tdp 
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^V if=z9; fi moltiplichi per it onde fia ^Mifx-4* 
^K dy-^'K T df^zo . Il prefente metodo cGgc , ac- 
ciocché la equazione fia integrabile , che uà 



(^)-(^)-''* 



dVi d-K ^^ dM d-K ^ dP 

die dx df df dx^ 

d-K ^ dH , dP' dP d-K _ 

dx df df dj dj 

d TT 

Dair ultima ricavo il valore 1| e dalla penultima 

d% 

il valore ^ — » foftituifco ^uefti valori nella prima e» 

quazione e trovo MI — — — —— 1 — Ni r— I 

\dt dj/ \df dx) 

+ P ( I =^; equazione che efprime la 

\ dj dx / 

condizione neceflarìa, acciocché la propofta fi poila> 
rendere integrabile col mezzo di un moltiplicatore • 
Avvertati che le Equazioni di condizione per lo più 
fi verificano per la identità dei termini col fi^o con- 
trario; ma (e ciò non fucceda) non fi inferilca fabi- 
to che la equazione di condizione non fi verifica; ini- 
][>ercioccfaè potrebbe accadere ^ che quefta equazione^ 
di condizione fofle appunto T integrale della prefta^ 
equazione differenziak ; di che conviene farne \o ef* 
perimento differenziando quefta equazione di condi* 
aione fino al grado della propofta equazione differen- 
ziale > 
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zialC) ed indi iiz quefte due facendo il confronto • 

XVI. In quefto Capo eflendo noi ftati coftretti a 
paflare per molte, e molte idee» .quindi non ftimo 
fuor di propofito di approffimarne te principali nel- 
la feguente recapltolazione . Io .didinguo in primo 
luogo le formole infignificanti dalle formale aifurde. 
Le infignificanti fono quelle^ che non anno (labile re- 
lazione tra i differenziali alti; le aflurdc fono quel- 
le che non anno integrale ; per me adunque farà pof- 
iibile ) che una formoTa infignificante non fia afliirda ; 
ed una formqla. aifurda potrà eflere fignificante • Una 
formola infignificante fi rende fignificante col mezzo 
della collante , ed il fignificato cangia al cangiare del- 
la collante ; e comecché mediante la coftante fi rende 
ancora reale una formola afi^urda; quindi fé in una propo- 
fta formola re(a fignificante e reale mediante una coftante 
fuccede che mai non fi cangi la relazione fra x , v benché 
fi cangi la collante) lapropofta formola farà reale ; fé al 
cangiare della coftante fi cangi oltre il fignificato ri* 
relazione fra x, j; la propofta è aÌTurda» Per tanto 
propofla una formola j in cui nefluna fluifione fia pre- 
fa coftante e fia reale j al cangiare della coftante can- 
gierà fignificato; ma non già relazione fra ^c^^yi al 
contrario fé é aifurda cangierà > col mezzo della co- 
ftante e £gnificato > e relazione fra x , j . Quando li- 
na formola aflurda fia refa reale mediante una coftan* 
te; fé in quefta fi pafli ad altra fappofizione o di nef- 
funa coftante o di altra cangierà fignificato , nia farà 
Tempre reale, ne mai cangierà relazione fra x> jf ; 
quindi altro è paflare da una fuppofizione air altra 
coi foliti metodi ; altro è fupporre di slancio varie co- 
ftanti nella propofta ; nei primo cafi> fie la propofta è 
aifurda > in tutti i paflaggi di una coftante all' altra^ 
fi trova reale > e contenente la ftefia relazione fra x , jr ; 

al 



^55 LtBROtl 1. 

al contrario (apponendo ncHa propofta varie coftantì 
la relazione fra x , y varia . Finalmente una forroola 
afTurda ) benché vi fi fupponga una collante , può ri- 
manere aflTurda . Dai confronto della formola propofta 
con una fotmola ottenuta fupponendo una collante nella 

})ropofta e rcfa con ciò reale , e tornando di nuovo alla 
iippofizione di neffuna collante 5 fi potrà decidere fé 
la propofta fia reale o no; perchè fé quelle due for- 
mole fono foftanzial mente le fteflb la formola propon- 
ila è reale , altrimenti è aflltrda . 

Se prendendo una collante * la formola diventa 
ocr^? , allora la collante è neceflaria > e contiene la 
relazione fra x , j ; 

CAPO III. 

Metodi generali per tentare /' integrazione deìh formolt 

differenziali di qualunque ordine . 

I. TL calcolo integrale è una operazione diametral- 
J. mente oppofta al calcolo differenziale; onde lo 
fcopo del calcolo integrale è di determinare quella 
formola, che differenziata reftituifca la formola dif- 
ferenziale propofta per eflcre integrata . Scarfiffiiiii fo^ 
Tio i progreflì fatti dagli Algebrifti , beneliè abbiano 
con fudori incredibili tentata la rìfoluzione generale 
di quefto faraofo Problema, come fi comprenderà chia- 
ramente dalle cofcj che faremo per dire . Uno dei 
metodi generali per tentare 1* integfti^tione delle for- 
mole differenziali di ^jualanque tord'inc confitte in pren- 
dere una formola differenziale gieiierale di 'un ordine 
qualunque ) in differenziarla , ed indi ricavare le re- 
gole per fare ritorno da quefto differenziale al fuo inte- 
grale . Sia X r^ X un differenziale generale del primo or- 
di- 
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dine con una fola variabile; fi differenzi > e (i avrà 
Xddx + X'dx^ diffcrenziaie del fcondo ordine , in cui 

d X 

è X' = -7— • Da ciò ricavo 1 che una foroK)la diffe« 

4 X 

renxiale del fecondo ordine, e di una fola variabilei 
tcciocchè da integrabile 1 conviene che fi pofla ridur* 
re a quefta forma X d d x -^X' d ic* ^ìn cui fia X qua- 
lunque funzione di x, ed X* =— — ; ed il fuo inte* 

graie farà Xdx + A\ Sìa per efempio da integrare 
la formola axxdd x-^-z a x dyf^-^b^x ddx-^bbdx^ 
^- e x'^dix — 3 e x-'^rfx*; quefta è eguale ad 

X x^bbx -^cx'^.dd x^zax^b b — 3 rx-4. //x*; 
dunque aviemo Xz=i axx +k b x + cx'^ y X'zz, zax 

dx 

quindi conchìudo che ì* integrale della propbfta for* 

mola è X dx zn a X x-^b b xH-cx-3 . 4 x-+- j4» 

II. Sia Xddx^X'dx^Mn differenziale genera- 
te del fecondo ordine contenente una variabile ; X) X^ 
fono due funzioni qualunque di x • Si differenzi que- 
fta fbrmdla facendo fluire dx^ ddx^ e fi otterrà 
Xi^x^dXddx^lX'ddxdx^dx^dX' ; e fup^ 
ponendo dXzz^X'^dxy e dX\=X'''dx. cioè X^^ = 

-;«« ) ed X^'' r=: , farà il diiferebziale della pro^ 

d X dx 

pofta forinola X</)xH-X''^xii/x^ 2X'i/xi;ix-4- 
X''' d x' ; con quefta deefi paragonare nei cafi parti* 
colar! la formola differenziale del tdrzo ordine , che 
fi vuole integrare , e fi dee oflervare cofa fieno . le^ 
X> X', X'*,y;cd in feguito vedere fc fi verifichi- 
si;». IL K k no 
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no V equazioni X''=r -; — > X'''i=:-- — : nelcafoch* 
^ d^ dx ^ 

fi verifichino la fortnola avrà per integrale Xddx^JCdx^; 
altrimenti non potrà aflolutamente integrarli • Quefto 
fiietodo come ognun vede può eftendcrfi alle ibrmoltt 
differenziali di qualunque ordine i che contengono una 
ibJa variabile « 

IIL Dalle fomole è facile il paflàggio alle equa*» 
zioni ; perchè quanto fi è detto delle prime è appli- 
cabile egualmente alle feconde; foltanto intorno a^ 
quefte bifogna avvertire > che quantunque effe non kb- 
biano le condizioni neceffarie per cStxc integrate y ed 
in confeguenza non fieno certamente integrabili nello 
ftato in cui fi trovano ; fi poflbno per altro alle volte 
rendere integrabili > moltiplicandole per una funzione 
della X ) che chiamo M nella maniera che fegue • Sia 
X d d X ^ X' d x^ ^2.0 la equazione differenziale gè* 
nerale del fecondo ordine; fi moltiplichi per M, e4 
avremo MXd djx -^ M X d x^ zs:q ; accioccchè que^ 
fta fia integrabile , bifogna » che fi verifichi quefta e^ 

^nazione K X^ z: -^^ ^ (num. z. ); dunque farà 

MX^rfx=M/X-hX^Jtf> ed **''^~''^ ^^ 

X'dx^dX 

•ade/ 

lc=z.t ytixk e ^ , 

X 

de l' integrale cercato cbc ice eflère zsi M X i )t=z$ ^ 
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/ 

farà e dxz=ic. Quefto metodo manca trattali- 

AoCì di equazioni ruperioxi al fecscmdo ordine dei di£» 
feveaxiali « 

IV* DaJle forsiole cìie conteq^ono una variabile 
|«iiaiino alk focmoledi dac variabili • Sia ^ Jx^ {p dy 
formola generale dif&resziale del firimo ordcve che^ 
MHftenga due variabili x^ y rappvelcntaDdo 7C^'tp<m9f 
ÌMikqxìC funzione di x , j • Si differenzi la predetta Sor* 
iMla^ onde lia dmdx^^d d x^d (jpdy + Cpddy; 
dovendo effcre ìtc =: w' ix^-^'Vjj , e d^=:p^dx 
^^''dy ; (ffS^'S^S 4>'' fono funzioni di x,jf ) fa- 
rà la noftra ibrmola generale del fecondo ordine izddx 
^^'dp^'+'n''Jxdy^(pydxdy + (p''dy^'^^ddy^ 

la quale avrà per wtegsale 'jtdx^Cpdy^ PropoÀa per- 
tanto una formola diTCreniiale del fecondo ordìsie^a^ 
4ìkc variabili', nella quale fiavi il ddx^ ed infieme il 
Àdyj prendali la funzione, che makiplica il i^^x,e 
£ moltiplichi per dx ^ indi quella , che mc^tiplica il 
ddy e fi moltiplichi per dyy e vedafi, le il diffe- 
renziale della lomma di quelle due ^quantità è la^ 
Sormola fteflk propofta ; fé si , già fé ne è trovato 1' 
intesale 9 fé non V integrale non fi potrà avere • Sia 
per efèmpio da integrare la formola axxydd x^ 
a ay xdx^fa x x^lbb y y x x) d x dy^bh x^y^ d dy 
^xbb xxy Jj* ; oflervo che axìcy moltiplica d dy; 
onde farà 7r=:4xxj;&milmetìte oflervo che bbx^y* 
moltìplica d dy , onde avremo tp^zzbb x^y^ ^ e per- 
ciò conchiudo , che ^ fé la predetta formola è integra- 
bile , avrà per integrale -a x x y d x + b b x^ y* dy ; e 
comecché diiFerenziata quefta ultima formola , ne na- 
fce la formola propofta; quindi quella è il vero inte- 
grale di quefta • Non mi dilungherò in applicare il pre* 

Kk 2 fen* 
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fente metodo alle forinole differenziali di qualunque 
ordine > ed a quelle ancora ^ in cui fia fuppofta qual- 
che flirifione colante ; eflendo facile una tale applica* 
xione ; in tutti quefii cafi fi dovrà prendere una for* 
mola generale di un crdine immediatamente minore^ 
deir ordine delta propofla ; la qual fbrmola generate 
fi dovrà differenziare fui ponendo coftante quelhi tluf- 
fionC) che fi fuppone coflarte nella propoday nafcerà 
pertanto una forinola differenziale dell* ordine della 
propofta ; fi offervi in quefta nuova formola , che con*- 
dizioni vi fono per cui fi rende integrabile ; fé T iftefc 
fé condizioni, fatto il paragone, fi ritrovano nelki 
propofta fi faprà quefta integrare ; altrimenti non fa^ 
là integrabile» 

V. La cofa poi va diverfiimente trattandofi noit^ 
già delle formole, ma delle equazioni differenziali di 
qualunque ordine a due variabili ; quantunque non fi 
trovino quefte avere le condizioni neceflarie, perchè 
fieno integrabili poffbno alle volte , mediante un molw 
tiplicatore) eflere fufcettibili di. integrazione Se n^:^ 
veda un efempio : Sia da integrare la equazione 
01 X :^j ddx^ ^ ay X d x* -f* ( 2 tf ^*-t- zb^y^ ) dxdj 
^-. b xy^ ddy-^^b xy* d y^ irzo y quefta non à le con*- 
dizioni neceffarie per elTere integrata . Per vedere (9 
le acquifta moltiplicandola per la variabile n , che fei* 
là una funzione di x, j; provifi fé 1' integrale, che 
allora avrebbe, cioè fta x^yd x-^ n b xy^d:t'=zeA\(^ 
ferenziato, e divifo il diflferenziale per i» dà* la equa* 
zione pfopoft»; cioè provifi fe può fuffiftere quefta €*► 
quazione a x^yddx -fc- x^d xdy -1- ^0 xydx^-^ 

M X* 7 dx d ti 

■ ^b^xy^ d dy^hyldxdy-^i^b xy* dy^ 
n 

. bxy^dy dn . , , 1 • . i^ •. • 

^ ■ zs:a^x*yddx^%axydx*'ir{2kax*^ 
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...1 ay*-y ixin bxy^dydtt , , 

nini rifulta 1 • — -^ — = « xydx*^ 

a » 

^hxy^dy^-^-^ax^-^by^ydx dy-f e poiché i« = 

, . „. , ^ *x^t Mdx* . ax*y Pdxdy ^ 
Mdx-^Pdyi farà H- ^—-^ ^-4- 



h^y'^^-<r ^ti:^ÙL=axydxK^bxy*dy* 

n * 

i4- ( 4 X* 4- hyi ) dxij r onde birog.ner€bbe > che fi 

verificaflero quelle tre equazioni — '- — ~ = /r x j , cioè 

u 

__ n b X y^ P , . -tn * /•! 

Jtf =r — ; ^i— z=: bxy*y' cioè F = — ; e final* 

X H 3 

mente •■ — z=zd x^-^b yi , Ma pom 

n 

in queffa ultima i valori di Af , F rifulta (?= e?. Dun- 
que ia equazione propoQa è integrabile mediante un 
moltiplrcatore n . Per ritrovare quefto n vadafi all' e- 
quazione dn =.Mdx^ F^jf , che foftituiti i valori 

di M , f^diventa — = —^4 ^j ed Integrando fi 

n X y 

avr^ Im = rx-f-/j= l xy; onde ifrrxjf) e l* inte» 
graie della propofta equazione farà a x^y^ dx-^b x^y^ dy 
=ra. Reft» per altro difficiKffinio generalmente par» 
landò dererininare q,iiefto moltiplicatore «^ 

VI. Le volgari operazioni dell* atgebra aWe vet- 
te fono di nou piccolo ajuto per integrare P equazio- 
ni differenziali di qualunque ordirre • Sid T equazione 
del tccondo ordine xddy— yddxz:zOy la qualc> 

9on può., tal quale è^ eflfere integrata ^ fi aggiu^g^ y^ 

dtolr 
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fi Colga il termina Jxdy ^Qiadc fia xrf ^y-^dxd]/ 
y ddx---dxdyz=Oy c fi ritroverà fubito P integra- 



y 

ricercato xrf^ — 7rfxr:o» Sia rcqua: 

coflan- 
equa- 



sr // X» 5 in cui fia preia dsz=i^ d x^-\^ dy^ < 
te ; fi aggiunga ali* utca , « all' altra parte oeir 
xioM ^y , onde fia yddy^dy^:^dx^^dy^z:zdi^; 
integrando tixk ydyzzzsdf + a ds; e di nuovo inte- 
grandojarà 7j=:x/-+-i tftfH-^^i duntjue s^azs^ 

yjtyy — ^TiT) cioè poRa — ii4.^/<= — ce; ds'=i 
^ ^ ^^^ ^>^ dK^^dy\y^d^z=: dx* + dy^. 

yj — ^c ^d xz=i ■ ^ ?^ equazione 5 che contle- 

V yj —^^ 

ne foltanto k prime difFercnze . Sia r «quaTiione 

r= Ì^LhIHL^ in cui fi fuppoBC jix coftantcj 
y^dx* 

e V funzione -della fola j ; fi moltiplichi ^uefta c- 

2 ^ if 
quazione per 2 rf j ; td avremo 2 Vdy -= 



y' 

lIlLil, ed integwindo farà i/Fdy = ~ "T - - 

— r-* -f"^ ) giacché ydx h coftante. 
y^dx^ T- > b •/ 

VII. Alle volte giova fupporre qualche flufljont^ 
collante ^ tenendo la iegueute rc^o^a • La equazion^^ 
propofta in primo luogo non ^ee avere alcuna fiuffio- 
ne coftante , e fé mai V aveffc fi tramuti in un' altra 
in cui non fiavi alcuna fluffione coftante per le rego- 
le date nel Capo 2. ; indi fi offervi, fc in qucfta vi 
fia uno ) o più ter&ini> i ^oali moltiplicati per quaU 

^ che 
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che fattore fi rendano integrabili ; queftb integrale tp^ 
punto è quella fluflìone che fuppofta coftante ci guida 
alle volte a integrare la equazione propofta • Sia da 
efiere integrata P equazione 
dy^^ii yc^dy-^ X d X d dy — xdyddx • ^ 

z x^dj^ 

nefluna fluifione è coftante ; oflervo % che i due termu 

ni dx^dy^xdxddy (e fi moltìplichioo per j-^di^ 

d X 

mentano integrabili > eflèndo V integrale loro xdy ; fup« 
pongo per tanto coftante x dy ^ diéerenziando farà 

ixdy^xddjz=:o^ onde ddy::=:^ÙLÙ^; fofti- 

X 

tuendo per d dy il (uo valore — ^^ ^ y aytemo 

dy^^dx^ dy-'^xdy d d x — d x^dy 

2 X* dy^ 
dy^^xdyddx ..• • xddy 

^ . ; ma abbiamo dyz=z»-^ ^ z 

zx^dyì^ dx ^ 

j /• n- j^ /- i '^x di^ idy—icddx dydx 

dunque foftituendo farà / ■■ *^ > ■ — , ,i.../,i. ■ 

zx^dy^dx 
— dyddy — dxddx • •. ... 

— ^ ^ - = 4<fx;c coiaecchi abbiv 



^•■^■"■i"**" 



mo X /jr coftante integrando tara — ^ fr 

srfltx^, e perciò --dy^—d^^ì{^xxdfz=:j^(tx^dy^i 

d x' 
«flia i j =^ - j ■ ■ — . Sia la equazione 

J £Lb XX — 44X^ — 1 

da 



I 

t 
À 
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del terxo ordine — ^dx ddy — 

< . . : ■ — ; in CUI ua.Juppoita ax 

coftante; quefta Te fi tramuti In un' altra. In cui non 
favi alcu<na iiuiSòne cofiante^ ^d in feguito fé fup- 
pongali dy coftante > nafcerà 7 dyddx H- y //3 ^ = (? , la 
quale à per integrale id x ìy-i-y dd xz=ia dy^ . Si 
noti, che nel!' aggiungere la coQante bifogna fare u- 
fo di quella fluUione, che fi è fuppofta coftante in^ 
maniera, che tutti i termini della equazione fieno del- 
lo ftelTo ordine 5 come fi vede in quefto ^efempio; i! 
che bafterà avere una volta notato 

VI IL Le foftituzioni nelle prefentì ricerche non^ 
fono prive della loro utilità • Sia da integrare 1' equa* 

xione differenziale di fecondo grado — = 



3 ^ ^ y ^ in cui fi fuppone ydx -^x dy invariab»! 



i 

'2 



X x + yy 

le; fi ponga — = — ; fatte le opportune foftituzioni 

y ^ 

fi otterrà — a ddx z=z^ jz:zy^d t . ■ » ; 



Z " 2 



ed integrando, comecché fupponefi co ftante 7* rf rifarà 

j y^^^ • 1. ^ j y. ' xdy^ydx 



equazione che contiene foltantp le prime differenze • 
Si moltiplichi quella equazione per — - > ed avremo 
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■■ = ■ , ed integrando farà e 4*— ir; 

-— • V^xx4- jfj . Se nella prima Integrazione aveffi 
aggiunto la coftante , farebbe data la equazione hydn 
— hi<dy'\'aditi=z J •• y'^*""^ < y,(effendofi fup- 

pofta coftante jr </ x—x iy);iz quale di vifa per xx,U 
integrata dà*H— Z±^ =s -L y/xx-\-yj. Sì voglia 

Integrare la equazione vXÌ<<x-4-/;x*=^l2Ìfl£ff!, 

in cui iy è coftante. Si ponga xix=:piy; dunque 
farà xddx^ dx* ^.dpdy^ e foftituendo fkrà df dj 

ai db 

- — .=:j dyt ed Integrando 

^ =y + ^J dunque f = ^i^ =--l£_;«dx^^ 

a il' dy >,. - I I. - 

— iiJ^b '^^^^^ equazione j — a,dìx^a^-x. diy 

'hdyddx—.dxddyz=Oiìa cui nefluna fluflìone fia 
prela coftante . Si faccia j = x ~f> fat te lefoftituzio- 

ni fi otterr à x ~f — a, <f * x + <nòr. <i* x — </* j> -f- 

dx^df. ddx^dx. ddx^Àdp=i;U anale, 
tolti 1 termini ehe fi elidono , fi converte nella feeuen- 
te xdip-^dxd*p^pdìx^dfddxi±adìp,Ìdin^ 
tegrando farà xd^p^pd^ x-=.a d^pyC dividendo per 
^*»- W» Li ^ff 
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-^t P> ^^ integrando farà — =: 1- — . Il me. 

todo ddle foftituzioni non è univerfalc , e richiede^ 
una particolare intiuftria ; giova alle volte oflervare 
quali fono i termini ^ che ammettono integrazione , 
eà ii> féguito porre il foro integrale eguale ad uita-« 
nuova variabile ; in qaefta maniera ù può fare fpari- 
XC dalla equazione qualche indeterminata ; allie volte 
siova moltiplicare quefta Tarìabile in maniera , cbe^ 
urte le Coftituzioni fvanifcaao quei termini > che ua- 
pediicono V integrazione. / 

IX. AI metodo delle foft»fi»iont fi rkluce anco« 
la il metodo chiamato della dimidiata Jefaraz,ione ; che 
adoperato con induftria alle volte rieuie affai felice: 
fé ne veda un efempio: (ia la equazione zyddx-^' 

i X dyz=zdj ds;^is:z:.^,ix^'^dj^ è collante > Si 
4iQ>onga r equazione nella maniera > che fegue 

dsf. ( ^-+-— \=-2[.i/^/ j oflfcrvo ) chela quaa» 

\ dx zj/ ij 

tità —;JL^^ è integrabile col mezzzo dei Ioga* 
dx ly. "^ 

xitmi j la pongo peruota= ^ y onde integrandor i7a 

r 

fdìzizdx \/ jy( ds h la collante aggiunta ali* inte- 
grazione ) f farà i x=z ~^ i fi facciano le foftituzioni 

y/ y 

Bella equazione propofia lata "-^ . —^ =: - ■ - i quiB- 

y/ y f *y 

a dfsz .ZJLycd, integrando f=:^y'^ai e per- 

CIÒ 



ciò i X v^jT^s ds y/J^ ais ; che è P inf epale del- 
la propofta equazione • 

X. Non fi dee paflare Tetto fiienzio il metodo dei 
qoefiicienti iodec^rminati • Sia la Equazione 5JfHr 

Atiy t^idy , . ^ dt ^ 

■ , --£ = in CUI è coftante — -. Pomo 

dt dt^ t ^ 

dy = — - ^eddyz=: ; fatte le ifoftituzìoni na* 

fcerà la equazione 5 j H^ 4 )D «-^ **- — :=o;offia — df^ 

d t 



dt 



4*5J-h4^« — = ^* S^ moltiplichi per m la equa- 

%d t 

zione di foftituzione dy = ^ ; onde fi abbiaJ 

pidy — =0; quefta equazione** a^iunta alla 



prima dà mdy — d& =: — {5^-1-4» — »t3&. — ; 

^ mdy^^d% dt ^ . *— — /. < 

oflia ^ — z= . — ì — . Se 5^4-4 — ^w • 2& foi» 

le multiplo di my — ss ^ il.j^rìmo membro della equa* 

zione farebbe integrabile coi logaritmi ^ come lo è il 

fecondo . In due cafi abbiamo la predetta condizione) 

o ponendo m = j , ovvero i« == — x ; nel primo cafo 

uu- 5^7 — d% dt j. 

abbiamo ^ = , ed integrandosi — » 

5j — » t 

= ; nel fecondo cafo fi trova ^ — •=, — • 

ed integrando j -f- « ::= fc ^^ ; aggiunti i due integrali 

L l 2 avre- 
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«▼remo óyrzbti — — ; che è 1' integrale della prò- 

pofta equazione . Queflo metodo nelle noftre foftitu- 
ziool fi eftende alla equazione generale a x + bj^ 
___— - fr ^ V 

^dx^ndy -^^ fddx -^gddj — ^ + 

dt dt*' 

bd^'x^ /C/^'j—.-l^frro; In cui 4 , ^ , ir Scc. fo- 

dt' 

no coefficienti coftanti ; Vf T fono funzioni di t ; dt 
fi fuppone coftante * Il metodo però cfigc , che fi ab- 
biano due equazioni della ftefla forma , .e che in am- 
bedue vi fia la ftefla variabile F. Qui ci tratteniamo 
dal promuovere quefto metodo x perchè i calcoli rie- 
fcono molto lunghi j ficcome ancora ci aftcnìamo dalP 
addurre i metpdi di rintracciare gli integrali delle for- 
mole differeaziali di qualunque ordine per mezzo del- 
le ferie ) per mezzo dell* approflìmazrone , per mez- 
zo, delle quadrature delle Curve di nuovo introdotti , 
intendo dei due ultimi j dal Signor Eulero nelle fu^ 
mai abbaftanza lodate inftituzioni di calcolo integra- 
le ; efftndo cofe troppo fublimi ^ fpinofe, e lunghe-/ 
J>er eflere efpofte con brevità e chiarezza in qucfti e- 
ementi. Lo ftcflb dicafi dei metodi a priori del Si- 
gnor Fonten , e Conderfct di cui facemmo menzione 
nel libro precedente • Il Giovane che vorrà internarfi 
in fimili ricerche potrà confultare gli Autori ftcfli . 



CA- 



C A P O I V. 

Del mttQÌ9 di inugrare le Equazioni differenziali di qua» 
ìnnque crdincylc quali ^fofla coflantc d pc ^ indù* 
dono d^ y a prima fotefià.^ e qualunque .. 
'fotejlà di Xr di d^d è di d^-^^j .. 

I. /^Lì Analiftr vedendo cffer cofa affai ardua, per 
vJI non dire imponibile, V affegnare metodi per 
integrare qualunque equazione differenziale di qua- 
lunque ordine r che V^nga propofta ; fi fono rivoi* 



Auii^uc uruiiic r tue v\^ga propuiia ; u lonu uvei- 
ti al folito ripiego di^ffegnare almeno il moda 
di integrare alcune equazioni ,• che fi poffono ri- 
durre a certi canoni . Noi fceglicremo le principali , e 
le più adattate al noftro fcopo • Sia la equazion^^ 



la foftituzione , avremo la equazione dx*ftdx:=z 
X d x" P^d'^xQ^ la quale farà divifibiie per d x", le 
quantità P, ^fi^ritroveranna date per t e collanti ;. 
dunque farà ftd x=z xP-^ Q^^ e differenzia ndo a - 

vremo t dx=z P d x + x dPJ^d Q^; offia t-^P. 
d xznxd P^d Qj equazione in cui fi fanno fepara- 
re le indeterminate per il num. ó. del Capo 6. del 
Libro 2. Dunque farà data x per t , ovvero t per x. 
Per ritrovar poi y data per t 5 ovvero per x , fi in- 
tegri la equazione d"" y-nzidx^ ft d x ^^à avremo d^^^y 

:=zd x^'^ fd xft d X , e di nuovo» integrando Tara 

rf"-*j = d x"-*/ d xfd xj tdx^ e così di feguito fino 

a tanto , che fia //•"' y == y =/ d xfdx....ft dx ^ in 
cui ì fegni fommatorii fonò di numero n-t-ii nel pren- 
dere 
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dere le fomme fi deonoi cone ognun fa , aeglunge- 
TC le rcfpcttivc collanti. Eccone 1' efempio. Sia da 

int^tarfi la equazione aJ^jz^JLLzlljL^hdjtiitt 

d xS 

cai dx fn coftanTe. Si ponga d*jzstd^j dunque 
di yz=.d x^ ft d te ; foftituendo Tara adxifìdx=ixt^dx^ 
*i-bdxi', dunque aft dx = xt* + ì>t e differenaian* 

éo iftd9(z=2xtdt~{-t*dx , oSÌ3 — =:ULL , ed 

X a — t 

integrando /x= -i7«— /-|-/ if , orvero^L^ r= 

A — t^ ed il — Y — = ^; farà pertanto rf^jr = rf x^ 

^ix — ixV — J ^d integrando avremo i^yzz 

rfx*. jB4-ìix — ly/Ax^ Sì pongano ora i valori di 
d^y^t d^y nella propofta equazione , ed avremo a dx\ 

\ \ X X 

— VoflSa Ba^a^x—^aJjlx^ia^x—iaxV 

^ / ^ 1 X 

4--rf + i; dunque JBtf=^4.&, e B==:Ì?Ì-, De- 
terminato il valore di B per A fi integri dì nuòvo ed 

avremo d^y=dx^ . (c+Bx-f.lÌl*-Ìli£l^), 

Cd 
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ed intTcgrando m* altra volta farà dy^=d x.. 

2 2.3 3.5 ' 

C X* 

finaliacate integrando farà j = F4-'Bx-+-— — + 

7 

• ^ . Quella equazio- 



ne, foftìtuito in luogo di B il fuo valore, è T integra- 
le in termini finiti della propofta equazione • 

II« Ancorché nella equazione (l mrovi k x ft^ 
qualunque potenà , purché d'^j fia a potefìà lineare- > 
ne fianvi altre poteflà che del differenziale d"'^ ^y Tem- 
pre la equazione fi ridurrà ai primi differenziali col- 
la flefla foftituzione . Sia la equazione d'yzzz 

YxUx^^+ ; ,, // . Mediante la foffituzione 

df-^^y z=itd x^^^ fi tramutala equazione propofta in 
ft d^xzzz ^ x^-+- a t^ ; e differenziando td xz=: 

% x^dx^iaOdt . , flv^j^ ^«.^ 

; la quale equazione elTendo omo- 



■ *■ 



genea , fi potcanno in effit feparare I^ indeterminate 
num. 2. Gap. 6. Lib. 2. 

III. Se la equazione contenga d^'jy alla, prim^^ 
dimeniione > e qualunque poteflà di ^*"^'>5- <'""^*j>c 
di X ; e d'x fia coftante » colla fbflltuzione medefima 
é^'^^yczLtdx"'^^ Ci riduce a fecondi di&renziali • Sia 

U equazione rf' j = 2 — ^r—^ — ^^ =^^ • Fw^n^p 



A 
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la folita foftituzione, fixitroyi/i i x=- 



/fx 



t 



i:enzianao lari s rfx =:ì— — j- , 

(equazione TÌdotta ai fecondi difTerenziali . Quefta fi 
può ancora ridurre ai primi xolla dimidiata feparazio- 

ne. DifpoBgafi efla pertanto così dx^^^zz: t^^^dt^ . 
/tÌ!+l^Ì£V^faccìafiL£iH-^' = Ì^> ed 

\ t ^ Jt J ^ dt 46 

integrando coi logaritmi farà %^ dt^ -=: t» d x^; rfx* 
fé la coftantc , che fi dee aggiungere nell' integra* 

zione ; dunque farà dx —t * dt ; * ^ .. JEfeguìte per 

m 

tanto le foftituzieni nella equazione > farà 1 * 

dt^'^*:% * =^ ""'i/j^i*: 2^ dunque f ^ dtéiic^ d%^ 
equazione ridotta ai primi differenziali , la quale fi può 

integrare ; imperciocché fatto per brevità - — i=r— i, 

3 

faràr^HT • *'rz/2& ^ +-^; o^^de farà * data per %\ 

ed in confegucnza cflendo J x=:t^ dt: z^ ; fi tro* 
▼era almeno trafcendenremente x per a&; fi ponga o- 
^ra il valore di d x e dì t dito per * nella equazione 
^a foftituzione d'' y =d x'' f.t d Xy CzTk fimilmente j data 
almeno trafcenden temente per la ftefla z » e perciò fa* 
là nota la relazione delle variabili ^ y y * 

tv/ 
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IV» Se la equazione contenga inoltre <^*"**^jj col- 
la ftefià foftituzione fi ridurrà Tempre ai terzi diffe- 
renziali ; fé conterrà ancora d^'^^y^ fi ridurrà ai dif- 
ferenziali del quarto ordine » e cosi in feguito • Fat« 
te quefte riduzioni fpefib le equazioni cosi ridotte fa^ 
ranno irreducibili a diflferenziali di ordini minori; ma 
ciò come è chiaro non è vizio di quefto metodo . '' 

V. Dalle cofe qui fopra dette fi comprende ab- 
baftanza ) che non è totalmente inutile 5 còme alcu- 
ni credono ) la feparazione delle indeterminate neN 
la riduzione delle equazioni differenziali degli or^ 
dini fuperiori a^li ordini inferiori ». Una. cofk per al- 
tro è degna di ofTerv azione ^ cioè che dopo fat«* 
ta la feparazione delle indeterminate) e ritrovati 
ambedue i membri della eqttazionc dipendere -da in- 
tegrazioni trafcendenti ) può alle volte accadere ^ 
che la equazione ammetta integrazione algebraica; 
come fpeifo avviene » quando fi integrano ambe- 
due i membri coi logaritmi; oltre i eafi dei loga- 
ritmi ve ne fono altri moltiffimi in cui avviene lo 

lieiTo • Sia la equazione ^ = ■. ^ ; ; ambe* 

due i membri della equazione fono integrabili Colta^ 
quadratura del circolo ; e ciò non ottante la equazio* 
ne ammette integrazione algebraica ; imperciocché chia- 
mato Tf 1' arco appartenente al feno x , (p quello ap- 
partenente al feno j; farà d^ciz^dc^; onde *=i(p-l-^; 
a è V arco coftante > che fi dee aggiungere neir in- 
tegrazione /dunque farà Sc.TCzizSccpCca^SeaCc^ 
per il num, 7. Gap. io. Libn ^^ T, t, • e perciò ^^^ 

xk' x=::yCt:a-^S e a^i — jj; equazione algebrai*: 
ca y che foddisfà alla propofta equazione diffcrenzialci 

Tom. lu M m Se 



274 



L TM KO III. 



Se fpflc ft*to -== =? ■ ^ ''^ H fi farebbe trovato 



X'-^z^cntpC ea-\^Sciiyi — Scnc^y e comecché 
abbiamo Scnt^ dato per Scq)=:j algebraicamente 
quando fia n numero razionale j dunque quando n fia 
numero razionale avremo una equazione aJgebraica i 
che farà V integrale complete della propofta equazio- 
ne differenziale ) quantunque ambi i membri fieno in* 
tegrabili traTcendentemente • Sia quell'altra equazione 

d X 



i X 

^ in cui ambedue i 



membri della equazione non fi fanno integrare; anzi 
fembtano richiedere quadrature aflai alce ; ciò non o* 
Xlante efla à i' integrale completo di quefta formai 

4-wx*jf*=o; per vedere ciò fi differenzi quefta €• 
quazionC) onde fia (/3+2^^ + 9J-f->^ (ax^-f-jjf) 

•f.2a)xy ) ix4-(/3 + i^J+1?^+^C^J^H-^^) 
+ 2 co X* j ^ dyz=zo ; fi trovi ora col mezzo della e- 
quazione algebraica il valore di x ) dato per j ) e fi 
collochi nel primo membro di quefta ultima equazio- 
ne differenziale , il quale membro fi ordini per ji ; ^ 
poi fi trovi nello fteflb modo j per x , e fi collochi 
nel fecondo membro della equazione > il quale fi or* 
dini per x^ e fi vedrà facilmente nafcere una equa- 
zióne differenziale della ftefla forma, che à la propo- 
fta ; dal paragone poi di qtfefte due equazioni differen- 
ziali farà facile determinare le coftanti dell' una per 

le coftanti deir altra • 

CA. 
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CAPO V. 

Dilla Integrazione delle Equazioni differenziali 
di qualunque ordine y ebe fonten^ano 

una variabile . 

I. T)ArIcreiDo nel prefcnte Capitolo rpecialxnente del- 
JL le equazioni difFerenziali di fecondo grado ; e 
noteremo quando i metodi , che vagliono in quede» fie- 
no applicabili alle equazioni difFerenziali di gradi fu* 
periori • Supponiamo in primo luogo, che pofta coftan- 
le dx fiavi nella equazione la fola x; fé facciafi 
dy=pdxyddy=:dpdxi efeguite le foftituzioni ot- 
terremo una equazione differenziale del primo ordine 
fez X y f y dxy d p . Sia per efempio la equazione^ 
a^ddy ^b a^ dx^^ x^ d x^zrza cxdyd^y pongali 
Mdyznpdxy ed ad dyt=idpd x foftituendo e divi- 
dendo per dx CsLTka^ df-^ba^dx-j- x^dxz=:cxpdx. 
Quella equazione ù può ancora integrare dal Cap<^ . 6* 
num. 6. Libro a. Se nella equazione , in cui vi è la 
fola X, non fi fofle prefa coftante alcuna; fi dee tra- 
sformare la equazione in un' altra > in cui -fia coftan- 
te dxy ed applicarvi in feguito il metodo fopra ef- 
pofto . 

IL Se nella equazione differeniio^differenziale i 
in cui efifte la fola x, fiavi coftante dy y pofta dy 
:=zpdxy farà oz=Ldp dx^pddx; dunque ddxzizz-^ 

dp d X m ' t 

-^ — ; foftituiti nella equazione differenzio-differen- 

p *. < '• • \ I 

• l'I' f » 

ziale i valori di dyyC ddxy fi tidofti alle prirtie di& 

ferenze.Sia per efeUipio la jcqìMionèX^^dy^zixdM^ 

4- ^ J^ r^xd dx y colle predette foftituzioni quefta fi 

Mm a ridar- 
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ridurrà X x^f* dx'zizf^ d pc + dx-^ ^ — L , equazione 

t 
che contiene i (oli primi difTerenziali . 

II L Se la coftante della noftra equazione fofle u* 
oa funzione di x, e ^x » fenza contenere yydy;fì 
ponga fimilmente dy eguale a f moltiplicato neir e- 
femento coftante ) e fi operi come fopra^Sia Ja equa- 
zione 1^ dyddy:=::i ^ ^^ibx^ d xddxiìn 

•^ X 

cui iia prefa coftante x dx\ & faccia dyz=:Ll > 

farà ddy=:dp ^ : inoltre avremo d x^+x d d x=: e^ 

d X* 

e perciò ddxz^'-^ -— ^s foftituendo quefti valori) fi 

X 

^ Al la^ xpdf-^a^p^d X , . 

otterrà la equazione ^ » ^ ■ »= :a & x i/x: 

XX 

integrando farà — L zz. b x*+ e ; onde ^ =: — -^ =; 

X xrfx 



V ^ x^ *4— e X 

i e di nuovo integrando farà 

* I 



IV. Se poi la coftante ita una funzione di x%dx^ 
iy ) fi potrà efprimefe codi P dx^QJty dove P j fi^ 
ioBo date per le foia x. Pongafi dy^sifdx;iztkddy 
rzLdfdx-^pddx; e moltiplicata dyzzifdx per Q^ 
Ali mjy^Qjdxi e perciò Qjy^rdx:=zQjdx 
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^P dyj e diilcrenziando il fecondo membro di que- 
fta equazione farà Qj ddx-^P d dx»^ Q^df d x^ 
fdxd Q^dxdPzz.o; giacché Q^lf^Pdx fi fup- 

pone collante ; onde ddx=^dx. £l!±t±£±Ìl . 

Si foftituifca n valore di dy ^ddy, ddx nella equa- 
zione ) e fi avrà una equazione differenziale di primo 

grado fra X ^ p . Sia la equazione x+x .dyddy=z— 
dx dd x^ÌTìcvix fia coftante T elemento adx-^xdy; 

farà P=/t,D=ixi onde rf//x=—rfx.l£^~,' 
e perciò eliminando dalla equazione djy ddy^ ddx 

faràx+i. ( — p^dx^apdpy — pdx — xdp=:o. 
Se finalmente la coftante fia una funzione di X)j> 
dxy dy il metodo per Io più è mancante.. 

V. Il metodo di cui fin ora ci fiamo ferviti è ap-* 
plicabile ancora a ridurre le equazioni differenziali di 
qualunque ordine. Supponiama in primo luogo ^ cho^ 
nella equazione differenziale del terzo ordine manchi 
la j; mediante la fofiituzìone dy zrzpd x ^ ( parlo in 
fuppofizione di d x coftante ) fi ridurrà effa ad una equa- 
zione di fecondo grada fra xy p y dx^dp'^c comec- 
ché quefta. contiene le due variabili x ^ p^ non amet* 
terìt generalmente parlando^ altra riduzione ; fé poi 
nella prima equazione non efifta la variabile x , ov- 
vero il differenziale dy , allora nella equazione ridot«- 
ta vi farà, la foia p , ovvero, la fola x; quindi la ri** 
dotta ammetterà ulteriore riduzione .. Sia per efempio 
la equazione difierenzlale del terza ordine ax dx* ddy 
^dxd^y-i^dx* ddyzzzdx^^bdy^ yìn cui dx fia 
coftante ; pongafi dyzrzpdx^ ddyindp dx ^ d^y z=; 
dxddp'^ cfeguita la foftituzione ^ e dìvifione per dx^^ 

^ avre- 
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«Lv^emo a xii X dp-^d dp^iix dpz:rd x^'^bf^d^ 
la quale non fi può con quello metodo ulteriormente 
^ridurre. Se fofle b:=zo^ non vi farebbe la variabil^^ 
f nella equazione , e perciò fatta dpznq dxy e ddp 
zzzdqd Xy ottenebbefi la equazione ax qdx -i- d q 

>J^q dx y xXoh ax dx'^dx^sz — -^ *4 y eqaazio- 

De che ammette la Separazione delle iBdeterminace •• 
Se in vece dì b fofle ftato nella equazion propofta^ 
aizzo; nella equazione ridotta fra Xy py la variabile 
^ non comparirebbe; onde fatta dxzzzgdpi e per» 

dvdo 

ciò 4dp^:zz — -J-~l j efeguite le foftitazlonl nafcetcb* 

be la equazione difFerenziale del prnno ordine --1^9 + 
^^dp z=zq^ dp-i^b p^q^d p. Avvertafi di non prende- 
xe quefte riduzioni per vere integrazioni , perchè-quan- 
tunque quefta ultima equazione fia del primo ordine ^ 
ciò non ottante per avere la relazione fra x yy in tei* 
.snini finiti oltre V integrazione della equazione pre- 
detta y vi vogliono due altre integrazioni ; fuppongafi 
pertanto ritrovato col mezzo di quella ultima equa^ 
zione -q per pyonà^ fia qzn P y funzione di //comec- 
ché abbiamo dx =:qdpy farà dx:=zPdpr; ondcc-^JC 
fPdpi con quefta equazione fuppongafi determinato 
f per X ; onde fia /^ =: X funzione ài x^ farà dy =s 
f d xzizXd Xy e perciò /-H-jf ==/'X^x; fé poi (offt^ 
dato p per q ; onde fia / r= j^funzione di q ^ eflendo 
d x=:qdp y ùitdòc dx=zqdQi e c^xz=zfqd Q^ 
^=^0^ ^/Qj^^i onde farà x funzione di qy ch^^ 
chiamo Q^; eflendo dyz=:pdxy farà dy=: QjlQ^^ 
y^^f^==^fQjQl^Ì onde tanto y quanto x, farannoHa'* 
te per j^ } e perciò farà notsi la loro relazione > Quel- 
lo 
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Io che (i ^ operata per le riduzioni delle equazioni 
éifFerenzia4i del fecondo ^ e terzo ordine » ci infegna 
come dobbiamo regolarci per la riduzione delle ecjua* 
z&oni differenziali degli ordini fuperiori. 
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jOcIU equazioni differenziali di qualunque ordine ) che 

Qontengonù due variabili. 

I. T E equazioni di^renziaH di ordine fuperiore al pri* 
X^mo che contengono due variabili fé faranno comprefe 
nei tre feguenti canoni-fi potranno Tempre ridurre* Il ca- 
sone primo abbraccia le equazioni ^.diSerenzio-differen- 
xiali di due foli termini elpreffe dalla formola ax'^dx^ 
= J* ^y"* d dy^ in cxxi dx h coftante . Per ridurre que- 
lle eqjuazioni fi ponga x=^*% tà y-rze^t ; farà dn 

=: bdu /*, ^rfx = A*i/ii*e**4-* d d ue^'' =,a ; 
onde dduzz: — bdu^ ; fimilmente £2ixk dy-rizdue^s 



'+^te*;tddyz=iddt-i^idtdu-^'tdu^-+^tddu.Ke'' yC^^ 
foftituito — od «* per ddu y (ara ddy = 



ddt^idtdu^i — b.tdu^xe"; foftituiti pertanto 
i valori di x^ y ^ dx y dyy ddy dati per uy ^nella^ 

equazione propoaa rifulterà 4 e^ "•'**'' A^rf ir'=^'^'^^x 



/-* 



■M 



^Xdt^tdu^ X d'dt^zdtdu^i—btdu ^. Efl cft» 

do b arbitraria fi finga quefta equazione b . 1»+ r = 

■ . r X L n^r — i , 

n-t- r — X 3L fw* b = ; onde ritenuta pcx 

firn* 
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fcmplicltà la lettera ft, farà a^b du =/* xdt+tdu x 

ddt^zdtdu^i — b.tdu*; equazione differcnzio- 
differenzìale , che contiene la fola variabile t , e per* 
ciò riducibile pel Capo precedente. Sia xdxdyzz: 
yddyìn cui dx ^ coftante ; farà xdx:=:ydj''^ddj; 
paragonando quella equazione colla formoia generale 
fi ritrova ^m, m= z, r:rzi 3 «rrij bznf; on- 
de la equazione propofta fi potrà ridurre alla feguente 

— » dt-J^t duz=zt,idt'\'Zdtdu-\ colle 

foftituzionì X =: e^ > jf =: e" / • Si ponga ora ^n = 2 ^T /^ 
farà dduz=Ld%dt+Zfddt'.m2i abbiamo ddu-=z • 

' a 

per eflere dx collante; dunque larà =:d%dt 

.^zd dt ; o&z ^— ^ zzidxfdt^zddt i onde 

2 

d dtziz ^^ — — dt: fi foftituifcano nella equa- 

a a 

Alone trasformata in luogo dì duy ddt ì valori loro 
dati per z^ dt; diverrà eflTa -.=1^ — , — . 

X. » z, a # -H ^ d Zi cioè farà ridotta alle 

prime differenze * 

. II. Il fecondo canone comprende le equazioni o- 
mogenee di qualunque ordine ; cioi dando a clafca* 
na variabile > ed a ciafcuno differenziale di qualunque 

ordi* 
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ordine una dimenfione ^ al fecondo canone appartcr* 
ranno quelle equazioni differenziali, nelle quali fa fom^ 
ma de^ii efponenti delle variabili ^ e dei differenziali 
in cialrun termine è là ftefla .La Z z= a rapprefentl 
una equazione omogenea di x $ j $ d x coftante , dy ^ 
ddy &c., ed » denoti il numero delle dimenfionipec 
cìalcun termine ; (i ponga djz=:fdxyddy:zzqdx^y 
d^ y-^zrd x^ l fatte le foftituzioni) mediante la divi* 
fione per la conveniente poteftà òi d x y fpariranno i 
differenziali dalla Z , e rimarrà Z funzione di x^ y^ 
f^qyr Scc. 5 la quale relativamente a quefte varia^ 
bili non farà più omogenea ; perchè p è ftata foftitui*- 

ta per — , perciò la fua dimenfione fi dee compu* 
dx 

tare = ^ ; la dimenfione di 9 fi dee computare n: i| 

d d't 
perchè q è ftata foftituita per — — ^-9 cheàper dimen* 

fione — I y giacché nella noftra equazione Zz=zaddp 
fi computa di una dimenfione ; così r fi confiderà di 
dimenfione — » 2 , / di dimenfione — z &c. ; fi divi- 

Z 

da ora la equazione Z = o per x";ondefia-^ = ^S 

• • V 

quefla equazione diverrà una funzione di x , ^ 5 f ^ 

qr X 5 r X» , / x5 &c. ; perchè pofto ^* y^ p q^ &c. 
un termine della equazione ZzziO^ farà »=:«+/3~-T 
&c. , X non fi dee computare eflendo la dimenfione 
dì p eguale a zero , tt fi dee prendere negativamente, 

perchè q fi dee confiderare coma — ^; onde tal ter- 
7om, IL Nn nu- 
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z 

mine rifpettivamente alla equazione -^ = « fì^r^i 
y^y ? ? Q^^* j ora <iu«fta tcrmiae , come è chiaro, 

i iui |>ro(Jotto di / X. y , |F , (^ X )^; lo ftcflb vale 

Z 

4i tutti gli altri termini della equazione -^= ^; dun* 

que quella equazione è una funzione di ^ , ^ , 5 > i^> 

&c. ; fi faccia X = « *>J'=« ' «>fa'f^*^ = ^> 
cd^sxH} onde iy^=.>cdu'\^u4xij-z=zfs=. 

ÌLÌl±lÌlss:«-h«i cpercièWi»=rrf.7HriI,ma 
^x 

!-? — «; dunque «x=rl~^, ed eflcndo ÌL=:^; 
perciò qx=:^df', cflendo poi r= ^, farà rx* 

=:£if!=— .xrf^; ma è xrf^=ii(«x)— «rfx; 
i/x ijx 

dunque rx* = — </(fx)— fx; cosi /= ^; ' ><'= 
^1ÌI.=:JL. x*dri max»<ir=</(rx*) — arxix; 

Wx 4^X 

dunque jx»= I.,<;(rx») — zrx'&cjora fioflcr- 



▼l 



y — 
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vijche — = «, che |> =: « 4- * , che qx h data per 

ty duy dt ; che r Ac^ è data per ir > iu^ it ^ diu^ 
ddt ; dunque efcguite le foftituzioQÌ di quefti valori 

Z 

nella equazione -—-z^iOy verrà efla lina Funzione dì 

ty Uyiuy dtydduyddticc.i^ÙLXÌL di un grado me- 
no della propofta ; perchè fé in Z il differenziale più 
alto è per efempio d^ y , eflendo d^y :=: r d x^ ^ 

z=:o farà ìina Funzione di^^jp^ q^y rpc^^ xj 



9C^ X 



z 

foftituendo in -^ =: i valori di quefte quantità dati 

Z 
per t y u y t loro differenziali farà • — =0 Funzione 

di uy ty dtt^ dfy dduy ddty e perciò la equazione 
^^ data pei le variabili uy ty è di un grado più balfa 

della fiefla equazione data per le variabili ^c^y. 

III. Sia per tfempio la equazione ^ ^- ^ x -^ 

4- 4' X* -— j? ^ a'^ x^ --Z. &c. ; quella Equazione è 
4 X* d x^ 

omogenea > e di una dimenfione ; fi divida dunque e& 

d 'f 

ia per X ) e fi foftitoifca p in luogo di w2 ^ ^ in luO« 

dx 

go di 7^ &c. nafcerà la equazione -^+/if+/i'$>c 
4-<i^' r x*,5Z4»j pofta per tanto ^x=i»)feM^r:::c ' > 

X 

N n A farà 
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di '^^. dtJit'Au} — — •. iT-4- ^ «; dunque faftitucn- 
\iu / du 

do farà u + a •»-+*/ 4-^'-r- • dt-^du H-^i'*-—. x 

di'-—. dt^du\ — ^*'-7-. J7+ 4 « &c.= ì cqua- 
\/vxr / du 

2Ìone in cui i differenaiali fono a un grado minore 
della unità in riguardo al grado della propofta • £' fa- 
cile oITervare ^ che la equazione data per t ^ ed u fi- 
milmentcè omogenea > eflendo di una dimenfione ; dun- 
que per lo ftelTo metodo farà deprimiblle ad un grado 
inferiore d'uxu unità • Se le equaziani omogenee U pof« 
fano deprimere fino al primo grado, e in tal gra- 
do rimangano fimilmente omogenee farà facile trova- 
re il loro integrale in termini finiti pel Teorema del 
Signor Fonten efpofto nel Capo 8. del Lib. 2 ; di cui 
non rincrefca qui vederne la dimodrazione . Sia F u- 
na funzione omogenea delle variabili x ^ y ^ z &c. 
Facciafi ^ = l«x> zzizn ^ &c.; 1» funzione Ffi con- 
vertirà in un' altra di quella forma P x* , in cui ^^ è il 
numero della dimenfìonc) «Ha quale afcendono le va- 
rìàbiK nella 'funzione F; ed F è una funz.ione delle 
nuove variabili m , n &;c. ; dalla quale è chiaro ^ che 
refta efclufa la x. Eflendo dunque FiizFx*, diffe- 
renziando avremo i Fzn as'^-^ F dx^ x^ iP\ e in 
4f F' fi conterrà bensì dm^ d^ &c. ; ma non già <fx. 
Dovendo poi efle^. il diflfer^nzjialef» x^-^ ^x F+xf d F 
identico col differenziale X dx^Tdy^Z^% &c. 
della funzione F^ quando in effo fìanfi poRe in luogo 
di j ) » &c. le pttQve quantità mx^ ii^n&c. , ed in 

luo- 



CAVO VI. 285 

laoga di iy^ d^ &c. gli equivalenli mi>t^xim , 
n i x+x d n &c. ; dunque fatte quede foftituzioni avremo 
Xdx-^T mix+T9cdm'\^Znix^Zxdn &c. = 
a X*-' Pd ^'^^'^ df\ Dovranno pertanto quefti dif- 
ferenziali corrifponderfi termine per termine 5 e fata 
Mx'^-^ FzzzX^Tm^Zn &C.3 e foftituendo in luo- 

go di x^-^F il fuo valore — > (giacché eflcndo F=i 

p 
Fx^ y farà — z:x^-^F}yt in luc^o dim^nScc^ loro valo^ 

ri -^ , — &c. farà finalmente mortiplicandò tutto per 

X X 

X ^ aF:=zX x^ Ty ^Z % &c. / come appunto fi alfe- 
rifce. nel citato Teorema. 

IV. Finalmente le equazioni del terzo canoire fo- 
no q^uelle , le quali fono omogenee rifpettivam.ente ad 
una variabile colle (uè differenze . Quelle equazioni (i 
diftiiiguono in due fpccie; akre fono omogenee in ri- 
guardo alla variabile il di cui elemento e coftante ; 
altre fono omogenee ri(pettivamente alla variabile, il 
di cui elemento è fluente Prendo in primo luogo u- 
na equazione omogenea della prima fpecie , la quale 
contenga tre termini ? x^ df ** -f-i2j<r'"'' d x" ^^•"*'*-* 
^zdpc'^ ddj ^ in cui dx è coftante , e la fbmma degli* 
cfponenti di x, e di^x in tutti i termini è la ftefla 5 
P e gjbno fuiìzipni di jf . Pongad x rziff", farà d xm f " d '/-j 
d d^^=^'' d n^ -i^ e'^ dduz=: , per fuppofizione; dunque 
dduz:z — du^i foftituiti quefti valori di x, ix , dati 
nella equazione propofta, e divifa per f"**, diverrà 
clRi P^j'"-*-*4- i2jf«" <f 7''"^*""=^ «'"^^j; equazione 
in cui manca una variabile ^ fi faccia adunque d u=,z, dy^ 

farà idu^.fo dy^\r^4dyz:^ — du^\ dunque (f<(jf=. 

X» 
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- « if j* — illl ; foaituiti i ▼alori A 
iu^ c Hjy avremo la equazione ^iy-^ Qj^^iy 




**"*"' dy — ft*^ iz^; ìz quale non contiene 
non fé le pnme differenze • La ftefla equazione fi &• 
sebbe trovaa » fé da principio £ fofle fatta la foftitu» 
zione e^^^y z=z X . Diamo un «fempio della propofta^ 
teoria. Sia da ridurli la equazione a ix iy — xdy^ziz 
Hyàiy ; pongafi x = €^^^y , farà 4 x:=zz,dy c^^^y , 

e iix:=zo zz %^iy^ e^^ ^y^z^i dy^ dziy t^^^y i 

d% d*^ 
dunque ddy = — =^ — » ^j^ foftituendo i valori di 

X)C dxyt ddyyC dividendo per e^* h^ avremo a % i j» 

y dzt dy m ■ 

— * dy^ = — • — y % dy^i onac a »* -h j »* ^ / j~ 

£^j — ^J^ss. equazione ridotta ai primi differenziali^ 
la quale £ integra facilmente 9 perchè avremo a+y • dy 

z=z ^ '^ ^ ; onde integrando farà b^ay^i^ 

si- =:^ e* = — ^ = • perchè 

z 56 A*4-itfjf+jf* ^dy 

abbiamo >f= ^y*-'^ . 

V. Se poi la equazione è omogenea rìfpcttivamcn- 
te alla variabile» il di cui elemento fia fluente ) fi ope« 
ri nella m aniera che fegue. Sìa l'equazione Px*Jj""** 
-f,X2jc«'-*4/x*^j'«--^«=:i^-*4^x, in cui 4jè co* 
ftantC) e la equazione è omogenea irifpettivamente al« 

la^^ix,^^x,Facciafix=fJ*^J'/faràrf>r=z^i{je*^*'>f 
e ddxz=:z^iy^e^^^y^4zidy e^^'^y ; foftitocndo , e 
dividendo per t'^s^dy {^^k V dy'^'^^ ^-/2^z*4/jf*'^»=s 
;^fl»'M^j^i»-M_.^w.x^^^«» ^ dividendo per ^jf* fari 

Vdy 
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fjyj^ Qj^'f dy = &•-•-« dy + z"^"^ i % . Sia per efem- 
pio la equazione P x^dy^^ Q^d x dy^:=zd xd d x ^ 
farà /» =: 2 ) » = i ; dunque foftituendo nella equazio* 
ne ridotta farà Pdy^ Qz dy^zzz^dy-^-^zdz ; dun-. 

que = </ y >. Collo ftcflb metodo le e- 

quazioni diffèrenziair del terzo» ordine dotate delle^ 
fteife condizioni fi riducono al fecondo; <;[uelle del 
quarto al terzo ) e cosi delle altre, di ordini fuperio- 
ri . 

C A P O V I I. 

DclU. Integrazione della. Equazione X = J H ^ 

^ dH^^ dxy ^ 4x^ ^^' 

in CUI d X è: cojlanfe ., 

I. QUppongo in^ primo> luoga tuttf ì termini di que- 
i3 fta equazione prefi. feparatamente eguali a zc- 

IO > eccettuati i due y 4r ■ , — > ed inoltre ^s:--^!) 

d X: 

onde ^\^ydx^dy=LQ^lMÌLdx'=z — ; ed integrando^ 

avremo xzzzl ^; A è la coftante: aggiunta ftelP in- 

A. 

tegrazione; e perciò -^f e^ m^ . Se aveflimo voluto in- 
tegrare la equazione ji/x-f-i/jrrt?) fi farebbe ritto» 
Vato Ar^ zizy . 

n. Sia ora da integrarti la equazione y d a *— ^ dy^o; 

cioè 
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cioè nella equazione (i) fi fuppongano tutti i termi- 

ni prefi Teparatamente eguali a zero > eccettuati i 

b d dy 
due jf ^ ' ^ 5 ed inoltre i z=: — . i * Pongo j = e*^ , 

h è una collante indeterminata ^ farà dyz^.e^^bdni 
e ddyzze^^b^dx^; foftituendo i valori di y, ddy 
nella propofta equazióne , e dividendo per e^^ dx^^ 
avremo i — ò^ =zo ; e perciò A = d: 1 3 otide fé faremo 
y=:Ae^^j=z jBe-^5 avremo due equazioni ^ che foddis- 
fanno alla equazione propofta ) le quali equazioni pertan- 
to fono due integrali parziali della propofta equazio- 
ne differenziale )^ giacchi <:iarcuno contiene una fola 
coftante ; al contrario V integrale completo ne dee conte* 
ner duC) per eflere V equazione propofta differenzia* 
le -del fecondo ordine • Si ponga oraj = A ^^^-Be"^, 
troveremo d dy -=1 A e"" d x^ ^ B e-^ d x^ ^ e foftituea- 
<lo quefti valori di j , e ddy nella propofta equazio- 
ne, farà Ae"" d x^^Be-'' d x*— Ae^'dx^ — JS e-'^dx^ 
z=zoy cioè = e; dunque alla propofta equazione fod- 
disfà ancora la equazione finita yzziAe'^^Be^^^ la 
^uale includendo due coftanti farà I' integrale com- 
pleto della propofta equazione • Se fi foife propofta da 
integrare la equazione ydx^^ddyzzioy fi farebbe 
jitrovato collo fteflb metodo il fuo 4nr^aie compie* 

to y^zAc^^^^-i^Be"^^"^ ; anzi è generalmell- 
ce verO) che foddisfacendo alla equazione Jf + ^ -7- 



dx 
^ b ii?. . . , •+^? :;= (I ) gP integrali parziali 

j^ r=: y ^ yzrzt , yz=:u &c. vi foddisfaccia ancora T inte- 
grale y^=-»r H-/3f-+-/*» &c. ; imperciocché foftitui* 

li i valoxi delli integrali pacziaU moltiplicati rifpetti- 

yamen- 
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yamente per le coftanti »^^^ fi &c. fi avranno le e« 

• • ^^ . bddr ^ ^ ^ . 

quazioni «s r^aa •— »f^«B-- — occ« =: # 9 p ^ -f> 

&c« = ; unite quefte equazioni il avrà « r «f- /3 f 4. 

M « «i- « . I •T"* «—— 1^ I 111 

&c« =:d; ma il primo membro di quefta equazione fi 
ottiene ancora foftituendo nella equazione (L) » ^ 4^ t 

m^^fiuScc. in vece di j^ ; dunque quefto yalore di y 
manderà realmente la equazione a zero^ e perciò farà 
Integrale della equazione predetta; farà poi compie* 
te ) Te contiene tante coftanti arbitrarie > quante uni- 
tà fi contengono nel numero> che erprim e T ordine dif« 
ferenziale della equazione • 

III. Se fi proponga da integrare y i x^^^d!* y^zz o^ 
ed ydx^-^d" yzizo^ fi troverà che per aver 1* inte- 
grale completo della prima converrà rifolvere la equa- 
zione I — A" = , e della feconda i + ib" = o . Siena 
le radici delle equazioni i + à") ^)4>) X &c. in nu- 
mero ») farà V incegrale completo della propofta equa- 

»ione differcnzialej = ^tf^^+Btf^^-H:tf^^ &c. ; 
giacché le coftanti . in quefto integrale fono n di nu- 
mero y che è appunto il grado della equazione diffe- 
renziale • 

IV. Nel rifolvere il binomio i±A*=o fi incQO- 
trano radici immaginarie ; con un efempio faremo ve- 
dere ) come dobbiamo da quefte liberarci . Sia^ 
da integrare la formola ydx^ — d^y=:o; col mezzo 
della foftituzione y^zzt^^ troveremo ^ che conviene ri- 

Tcm. lU O o fol- 
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iblvere per ottenere V inceoto la equazione i — b^=$; 
Le radici di quefta equazione, come ognun fa, fono i , 

.^ I + V 3 rr ^~3 j dunque V integrale com- 

a a 

plcto della noftm equazione ^erenzialc fari j= iJ «* 

Si ponga^ B =r 




^N^ (,? «^*' »^^_ ."t '^^^), Ora io die» 

che i ^t-£ -. , h egaztc ai cofli^ 

no dell* arco ' ^ , e che 

a. 

aico— -^ . Pei dimoftrarc ci* pongo — — - = ^ , il 

a * 

qua* 
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quale pofto che denoti un arco il cui feno fia «3 fa» 

^ t '-^ u u ^ t — u u 

ù moltiplichi I e fi divida il fecondo membro della 
equazione per u ^ — i ^ v'i — uu; farà 

=r ^ ^ \/ — I ; ed integrando / u ^ — ^ i -f- \/i —- « 11 
=: (p y^ — 1 3 e paflando alli efponenziali u ^ — i ^ 

^j — uui ed alzando a quadrato i aràg ^^ 

2]«^ — ^1 e^^ =1) offiar ^^ 

2 1/ v'^^ r ^ *j è dividendo per z^^e^^'^ \ 

farà 1^=: ■ ; è vero adunquo 

che , fé ^ da un arcò > ]fe » il fuo feno % varrà la pre* 
detta equazione. Colio fteflTo metodo fi dimoftra che 
fé (p fia un arco e u il fu o coifeno y farà u =: 

■ ■ • . Adunque V integrale fcom- 

pleto della equazione j d x^ — ^^p^^^ ^^^^3 = r^ ^* 4- 
MCr*(^ + NSc.(t). Egli è Cola da noi dimoftrata) 
che il binomio i ±A* è rifolubile in fattori reali di 
Cccondo grado ; adunque le radici immaginarie, a due 

O 2 ^a dùt 
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a due avranno *qucfta forma fdtq^— ^-^ perciò eia» 
fcun pajo di integrali parziali , che includono imma* 
ginarii » fi potrà fempre liberare da quelli per mez- 
zo dei feni^ e cofleni circolari nel modo fopra efpo- 
Ro . Qui cade in acconcio di oflervare che collo fteA 
fo metodo fi integra la equazione jd" x — gd'yzrio ; 
pofto £ coefficiente coftante > come facilmente fi potrà 

ciperimentare • 

V. Sia ora da integrare la equazione o=zj^ 

tll+tiil+Lill.. ..4.^;fi ponga al foU- 



^'■^ — i*c*'; foffituendo dunque queftì valori nella 

equazione propofta,e dividendo per e ; avremo x^ab 
^b b^+ cb^... .^gb'=z o; quefta equazione avrà 
tante radici quante unità contiene l' efponente n 9 cioè 
quanto è il grado della equazione differenziale propo- 

fta ; cìafcuna fi foftituifca nella equazione j = ^ /^j e fi 
avranno tanci valori di y , quante unità fono in » ; 
ciafcuno di quefti valori fi moltiplichi per una coAan- 
tC) e cosi moltiplicati fi unifcano ; farà quefta fomma 
il valore di y , che efprime V integrale completo del- 
la propofta equazione: come fi debbano eVimmare le 
quantità immaginarie » quando le radici dell' equazio- 
ne in b fono tali* già fi è notato nel numero prece- 
dente . Adunque il noftro integrale non potrà dipen* 
dere da altro che dai logaritmi ^ o dalla quadratura^ 
del circolo. 

VI, Oltre le quantità immaginarie vi fono i va- 
lori 



\ 
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lori egaali di b ) che ineritanp di effere confiderati ; 
iniperclocchè non fomminiftrando quefti > che un va- 
lore folo di y , quindi non fi otterrà in tal cafo T in- 
tegrale completo) che fi defidera. Per togliere quello 
oltacolo fi dee operare nella maniera che fegue • Sie- 
DO adunque due valori egaali dii&==:r^ onde fia b — r 
=:o; moltiplicati infieme farà bb — zbr^rrrzzo; 

Sia ' pofta jf rr tf ^ ^ abbiamo pel numero precedente 
d— -ÌL , b^^^-^; onde foftìtuendo farà HL 

'^ ^y=^o ; ora è cofa dimoftrata che V in» 



dx 

tcgrale completo di quella equazione fia altresì in- 
tegrale ) ma parziale^ della equazione differenziale) a 
cui appartengono gli eguali; perchè il valore di y ) 
che manda al zero quella) manda al zero altresì que- 
lla; come ciafcuno può facilmente fperimentare . Al- 
tro non rimane dunque che trovare V integrale com- 

% 3- zrdy ddy 
pleto di rry j-:i H- -~^=o. Si ponga jfrr^'^'^ 

dx dx dx* 

^^^^c^^ _- — ; quefti valori foftituiti nella equazio« 

dx d X*' 

zrdy ddy 

nerrjr— -5 h -—^^ 'rr.Os Aztìtìo ddzz=:Os ed 

^ dx dx^ 

integran do farà d z,=:'Kdx y e z=w x-f- X; onde fa- 
xa jf=7rx-|-X. e^^; quefto valore contenendo due 
coftanti farà T integrale completò . Dal fin qui opera- 
to è facile comprendere come ci dobbiamo regolare 
nd cafo ^ che fieno in maggior numero le radici e- 

guali 
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guali della equazione 3 in coi fi è fuppofta b inco» 
gniu* 

VII. Quando nella JEquazionej+ ^-^ ^ 



dx dx^ 
■4* ■ . •>»> ^^ — ^=^f ^) ^> r ,.... ^ fieno funzioni 

della x; allora efla noo i fa integrare^ eccettuati pdi^ 
cbiffimi cafi per efeoipio in coi fia a:=ia\ x-t-j» , 

>=:**. x-t-iii > c=:c\x+ai ; à^ y ^* , r' &C. m fono 
quantità coftanti ; fi ^eda il Calcolo integrale del Si* 
gnor Leonardo Eulero • 

Vili. Ogni qualvolta peraltro fi fa integrate la e- 

quazione jf+ ■ -H — j-^ • • • •+^-r = ^ > fi f** 

#X » X* d x^ 

prà integrare la equazione y 4- —2 4- , ^ ..•..+ 

- , ;^ - rzX* le IT) ^...^9 X fono funzioni qualua- 

que di X) ovvero fono coftanti* Si chiami la prima 
equazione M la feconda MS^Q^o^tiplichi M*per«i/x9 

e fi forami , avremo fuydx+fa *^j4-/-A — ^•••« 

d X 

-^-f . ,.f =fXudx; non aigiuogo coRantc pet- 
che ciò non altera la dimoftrazione ; ma abbiamo 

buddibudy 

I^LHI +/3L££LÌ!Ll&c.;dunqucfoftitucndo,eor. 
dx dx ' di. 
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dlnando per y farà t. 4 u — <iL-!i2 &c. H- -j^ * « 



' dx. 



Se foifò fy,udx--.d(au)+dd i— ^&c. =0; cioè 

ir </x — ^ (« « ) 4- <^i/ L_fi &c. = 0) che chiamo If| 

d X. 



M»" 



fa quale è del grada », farebbe j. au — rf ' &c* 

Hr 7^ * « &c- '=^fuXdx^ equazione differenziale del 

grado »— r, e che chiamo Jf, T integrale della e- 
quazione M' . 5upponiaiDo che col mezzo delia equa- 
zione ìV fi ritrovi un valor di u dato per x ; cioè 
fiipponiamo che fia noto un integrale della equazione 
Jf; foftituendo» quefto valore di u nella equazione Kj 
fi avrà un integrale della: equazione- M* ;. fé fi cono- 
fcano due valori dì w , cioè fé fi abbiano due* inte- 
ralr parziair della equazione ÌV\ foftituito uno dopo 
' altro nella equazione K y fi avranno due integrali 
della equazione hV ; ambedue del grado n — i , col 
mezzo di quefti due integrali , oflìa equazioni, fi potrà 
ritrovare- una terza, equazione,, in cui i. differenziali 
più ahi di y fieno al grado ir — 2 , che farà il fecort- 
do integrale: della equazione M*; (e 1 valori di u fie- 
no tre fi ritroveranno tre equazioni K , che faranno 
tre primi integrali di M* del grado n — i . per mez- 
zo dei quali u potrà avere una equazione differenzia- 
le 



f 
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le del grado «— J jche farà il terzo integrale dlRf; 
e generalmente fé i valori di u ricavati dall' ecjuazìo* 
ne ìV fieno di numero n , che efprime appunto il 
grado di quefta equazione differenziale) fi avranno al* 
trectantfe equazioni K del grado n — t per mezzo del- 
le quali fi potrà avere una equazione differenziale del 
grado n — iir=o; che farà V integrale in termini fi» 
niti della equazionQ M*, il quale integrale farà com- 
pleto , fé avrà tante coftgnti arbitrarie > quante unità 
^ono nel numero n ^ che è il grado della equazione 
differenziale M' ; dunque 1* integrazione completa di 
quefta equazione dipende dalla integrazione completa 
dell^ equazione W. Qucfta eauazione If^ moltiplicata 
per ydxcà integrata come abbiamo fa tto rifpettiva- 

mente alla equazione Ì/S} n ritrova y. mu — d 



dx 



== ii ; Ah la collante che fi dee aggiungere nella in* 

si d y b d dy 
tegrazìonc ; fé fia j 4- -j-^ + -— -ji &c. = « equi- 

zìone del grado n da noi chiamata Af ; ai/ora /irà 

y^aH^ditll&c.+ il. hu&c. &c.= il cqui^ 
^ dx^ dx 

zione differenziale dell' ordine a — i, che chiamo E' 
V integrale della equazione IV. Si ordini la equazio- 
ne K' per « , e col mezzo di qucfta equazione ripe- 
tendo fopra la equazione M il difcorfo fatto fopra V 
Suazione IV ^ fi ritroverà, che V integrale completo 
ella equazione tV dipende dall' integrale completo 

della 
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éelU equazione M in nftivera) che dato quello di M ^ 
iS fa ritrovare quello di IV^ ora quello dee contehe- 
le tante coftantij quante unità fono in n^ che è il 

Srado della equazione diflferenziale I^ ; dunque fu ppo- 
e tutte zero. fuorché lina y e, ciò ripetuto per ogni 
tóftatite avremo valori di b in numero », perchè a-» 
vremo altrettanti inte^^rali parziali di W; quefti va* 
lori di u dati per x foftituiti nella equazione K ad uno 
aduno dàtanno come fi è detto di A^pra V integrale com* 




ite^rale completo 
éimoilrare* 

IX. In quefto fuògo faremo Vedete ^ tome fi p«ò 
alle volte trovare con maggior facilità V integrale dì 
Ma Equazione differenziale fuperiore col differenziare 
la fteffa equazione • Sia per elempio la equazione dif» 
lerenziale ^d^^^^iyddy — dy^ — yydx^zno (H}; 
fi differenti quefta equazione fupponendo dx €oftaa« 
te , avremo dfy — dy dx^ :=zo(g) facciaii yz=:t^^i 
farà dy=rdx€''''^ddyz^r^dx*e^''jd^yz=rUxU^'i 
foftituendo quefti valori; e dividendo per dx^^^yd^ 
là H «— r =:o ; e perciò r = o , r =r i ^ ras — i .J 

?uindi avremo tre integrali parziali della equazione^ 
G), cioè jrr a4^5 jf=*r* > jrsr^r-*, i quali 
uniti daranno il di lei integrale completo y:=iia^ 
A e^4- e r-" , che farà nello fteflb tempo integrale coi»* 
pleto della equazione H. Comecché nella equazione 
il i differenziali afcendono ibltanto al iècoado ordi» 
ne ) perciò neir integrale completo di quefta eqoaxi^ 
ne vi devono eflere foltanto due coftanti arbitrarie e 
non tre; quindi conviene ^ che una fia detcrminata per 
le altre due • Per determinarla attualmente diflficrcù&ia 
4tte volte r iat»rale j = a *•+•♦.€* H-fr*''i onde 
Tom. 11. Pp fia 
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fii dyrzbdxe^^'^dxr''^ d dj=:bd)(flt^^dx^t^^ 
foftituifca i valori ji dy ^ ddy tìcUa c<|ttaiion« tì^t 

trovo 4 «— 4 /<^ "-^ 4 ^ czz o ^ e perciò € = ». ."^ ■ | 
onde V integrale completò detia equazioac H è j ac 

■ é 



X 
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• r •- 

19fi r0g^ fU ^^o\ t dette Ewtutf . 

I. TTNa fleffa reità JB -* ( %. 70. ) fia taftgertt 
\J le due Curve AM^AH nel ptinto-rf; fi pren- 
da «^À ibfihitefiina> 6 cotiducafi V ordinata BMH^ 
t\ò pòfto > fé la lineola M N diflferenza delle dtfe or* 
dinate £M> BK» fia Infinitefima rifpetttvainente alte 
ordinate fitttk; allora le Curvature dei due archi ifAf| 
A K avjranno Una differenza infinitefima > e perciò in 
vigore della dottrina degli infinitefimi > le due predet- 
te Curvature D confonderanno . 

II. Qualunque equazione , che e/prtiHa la rclaaio» 
^t delle coordinate AB y BM pofta A B inBnitefimà 
fi ridace alla feguenre x=rj*^ difegnatido n qua^ti^ 
^ue numero intero e fratto > come fi rileva dal Capo 
9* del Libro 3. 1. 1. delle noftre Iftituzióni Analitiche; 
«nde qualunque pbrtioncella infinitamente piccola di 
Curva fi riduce al vertice di qualche parabola , efpitf- 
fa per 1' équaziotit generale x=r^". Comecché alla 
ftelTa X infinitefima corrifpòndono le y infinitefime di 
^verfo ordine nelle Parabole di diverfo grado pet 

• efferc 
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etfcrcjr^pW*; dunque i.vcrtìci di parabole dlverfci 
cioè di divcif» grado avmtino ^ivexfa curvatura , per- 
chè la difTereau MH delle ordinate fi Af> MN non 
ifvanifi;;e ri fpctti valsente alle AefTe oi;difiatc ; a^xl que* 
fit curvature fi riero vaso infinlramcote diverfe ; per* 
ch^ BM a ritrova differire da JJtf infioitwneiite; le 
poi le parabole qcii fono di dìverfò xactàit^é ritco» 
vgQQ le t^M % £H deir ordine ficflb ; ne per altn 
/f N fvanifce in riguardo loro; dunque quantnnqve gii 
archi AHy 4H abbiano curvatura dello fteflb ordi- 
ne ^ noi» fi potrà però dire die ahlMaiio la ftefià Cut* 
^vatura. Le quali cofe fi debbono pnr iarendeie rap» 
porto alle porzioncelle. ìnfinibefoe delle darre ^ cbci 
come abbiamo detto , tutte fi cidueono a vertici di 
parabole. Nel Libra g. Capo 9. delle nofcrc Iftitu«io- 
pi dimoftriamo , che tutte le pordoncellc infinitefimc 
di Curve ) ( eccettuati alcuni pumi finfolari net 
qM^h la Cmva è foggetta a qualche ftraordjnario cap- 
giamenco ) fi riducono a vertici di parabole apollo- 
pianeti e comecché il vertice di qualunque - parabola 
appUoniana fi riduce a Curvatura circola» ^ quindi 
flualuoque porzioncella infinitcfima di Curva fi con- 
fonde con un circolo; il quale fi fuol chianare din 
t^lo ^/cuÌ4ff>rey ed il di lui fi:mìdia»ecrQ fi dice relais 
/ià ofcuh . Che poi qualunque vertice di parabola a- 
pqlloniana fi confonda con uo circolo % cosi faciloiei* 
mente dimoftrafi • Sia Isi equazione della parabola^ 
jt «j = XX I prefa X inilniteuma farà lady^dx*; 
xol raggio ^ fi dercrìva un circolo , e prefe le x nel- 
la tangente 9 la di lui equas^ianefatà^Aj — ^^=xx, 
e pofta éixy ed in ?onfegMe»M dy infinitcfima farà fi- 
vilmente i^Jyzzdx*^ equazione identica colla c- 

?uazione della parabola; ondale due curvature fi cot^ 
* * ' # 

Ppa IH. 
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m. Se dai pMci M, N 2 vn ardietto infinite^* 
Ko fiùttkno al^ Curvai (l^7t.}dQeBonBaliM Q^ 
K i^cfce ft ttKOBUino M 1^ H drcdo dcftrittD ccntio i^ 
isCBYalIo SU^t o J^K e appmco il circolo ofcnia* 

m5c, - 



dcP uckctCD MlHj cose <fiscrfhi4 
§n lArmioaite odU Grorfiii Jclli ìnfifutcfiaiìy ce- 

Smgobn delle CtorCt cose i 
paobolc diverfe dalla qxrfkMÙaaa , in cai 
1 dicolo Km è oficilaaaR. Se la Cana lia rHe- 
JP aft come nella %sra 71.; e fe da £^fi ca* 
nomale lopca la ovdioata K£ pcodocca ìa cafe 
bi£agao le lette NS, Sl> C chiaBano ^trr^^i 
icMo fe la Canea fia i^enta al faoco A ( Fig. 
odala da i^fefca if N la aovaiale j^S le QS^ 
rtitaawno tmwsg^i . ^li è cofe fecile a a 
9 che tam i pnad j^i oé&a Cam i ccam 
escali ofealaxori £ ima Carra fieno ia ana linea 
^aaie fi fecie c&iaaiare rKJaM ; ali* incontto la Cor* 
a cai appaiKOfono i i^gi di olcalo 

padiè fe intanio alla evolata i 
^aale fi frìic^ gradatanence , ia 
ajsra« cke sa parte iT::Jippaia ccftitiiiica la tangente 

fi vìece a defbrivcie la CÉnrai 
i Bg^i «5 olcalo/ coare e^afia- 
Belle acAre IiitBzk>DÌ Capo 
ii.I^3«T.a. » e nc^ noda Cuiiuii ddli ìnfittfie- 




Vì. n aetado firn ^edka di limm le eijpret 
^ aai!^rìrte dei BfgL ci ciccìo ^ a auo utdeic^è 
il fi^B^cete. L'aa^do LKQ^tktio daMa cidinaiaKI. 
col faggio di c4bKh> X O fi chi2si = ^, FMQ=if: 
fia iocior UL^Xy J.K=j,N12 = JI , NC = d», 
CM=idy^ KMz:zélr; coeccckè LK è paiaUcb a 
rubxk r aapOo LH Qj:zHFU=FM Q^^ jlj 

dsft> 



\ 



dunque (àci I N K-^ FM Qc=i X^ ed aoalitkaixien* 
te cp — tp'=:Qjmz è ^' — tpzzzdcps e ^— 4|)'=s — ^9; 
dunque Q^-^dtpi e perciò ~ 4 (^ e r : : 1/^ : jR ; dua« 

l!^i£^; eflendo gli angoli INC) QKM tetti Taii 

4S dp • . ' 

MNCrsLK^rrq?» quindi r :C^:: i^x;<fx; tir: 
St^i: dfidy ^ e fofticuendo avremo K=«- W jc: 1/^ 1 

e diffecenaiando attualnKnte fuppofta d x eóftante fi 

trova R := . "^y ,- ^ Per la fimillnidine dei triangoli 

dxddy 

KMC, SNO abbiamo N5 = i^= — -^cfr 

^- di^ ddj 

preflione analitica del corraggm NS» 

V. Paflando aHe Curve riferite al fuoco A; chia* 
nato r angolo A=i4$} AHQ=:tf^ AMQjrz^'^ 

ùaÀQj=:dB^^ — ^'zzii-^dcpi onde 3t ss J l ~g. 

{ chiamata al iòlito MNt=:dffKC=dy.iiCz:id90^ 
^K=j)-^ cioè fìrà K = ~^£S£lr^imM.9!th 

d S d 9C 

biano. >— = • — re pet la ^agliaoza dcgU: angoli 

tti<<<<j;duny<foiHfaèadoftril;3ia: "^ . ^ ^ ' 

e dif. 



c difffercwiapdò -^^ fuppoflà i?x coflantd aTtenio 
S^sT^n fitigv* =:r-^-^ v=^ ■ '^ ■■ , , — . Per tanto 

- ' df ' ds^-^yddy 

fé col mezzo della Equazione della CurTa fi elimini- 
no i dìITerenziali » avremo il raggio di ofculo ) e il 
<;arf»£V9 io tcnRini finiti , 

vT. Ritrovati i rag^i dì ofculo fi poflbno ritro- 
vata ancoca* le equa^^om appartenenti alia £v0lut2i. 
Dai punto JQ^fi cali fopra la linea delle afciffe H Z 
( fiff. 71.) la normale QJS^ e fia al folito HLzzzx^ 
L N = j; ti fuppone ancora data la Equazione fra x ) 
s^ ed in ^confegnenza 6 Appone dato il raggio per le 
ftefe variabili ^ # J[ * Si ponga H Z=:p^ QZ z=q; 
avremo due altre fiquazìoal ; =:;:x-f.Z- Z ^ ^ :^ N— ^ * 
ma Z-^4 ed SH fono date per x^y; abbiamo adun- 
'que tre equazioni , per mezzo delle anali far» fpaò« 
re le X ) V fi otterrà una equazione ka le ^ , 7 « 

VII. Se la Curva fia wferitt al itioco A ( Fl^. ^2. ) 
fi conduca jf O^ e fia QJL P elemento delia evoluta^ 
U qnate é cgiiiì a ^R j xioè air elemento del ra^ 
1^0 di ofculo N Qj fi congiunga 4 L ,a cui tirifi nor- 
male D^; fi chiami JlK^idq^ AQ=Lf^KL±ziy. 
Comecché N i2^, N 5 , fi fuppongonp date per i! N , 
iofta per j5 farà j^jS^^f funzione di j ; e perde y 
funzione di^^* onde emendo R fiinzione di jr; farà an- 
cora funzipntf di>5 onde dH farà v^Tdp^ f éìfegna 

una funzione di f, e QJ^m^dtfs^dfy/ ìf t^% 
darà U equazione della evoluta «Ovvero eoèndojrda* 
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pipttyi eoi = • ^f^.-^d ^ data per y .^ dy , 
col meazo di quefte due equazioni fi faccia fparire la 
jr , e djt come erponemmo nel Capo 2. n. i j, e fi otterrà 
una equazione' fra ffdfyiq. 

Vili. Applichiamo ora l' clpofta Teoria agli efem- 
fii . Si Toglia il ra^io di ofcólo della parabola apoI< 
Idnìana kax;=:zyq. Differenziando farà adsi::=:ydyi 
è difièrenziando <u nuovo nella fuppofizione didx co« 

ftattfe (ara = dy* -^y d dy^o&SL d dy =s-T", ,^1 in. 

oltrt effendo rfx» = -^ì-^ Óra rf*»— ; .flirti W >* . 

Si prenda ora la foifmola del cwrxàjgio In' fuppòfizio* 
Bc di ix coftance =IlLi, eTegulte le debite foiU* 

feicndo nella j^rabola éxiiswy:^!^ -i^jy ; ed 
eflcQdo ancosa. dxidr come il conraggia al raggio di 

ofculo^ farà y : a a^r-yy^: ly. lllblZ i R jpz ' 



OlO. 



-— « — ii- = — » Se noneafl x = e » nafce u 

faggio di afculo =zay cioè eguale, alla metà < del pa* 
xametrò . la equazione della evoluta fra jp ìi | cositi ribco* 

ne 
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AC f 4 « ts^ > La tetta 2. 2r :s: 5 ^fi ìlttòvaf^ , 

«Bde H Z ss t =: x-H ■■■■ ■ ■■ ^ rr + " '■ ' » 

do* farà isfszx^^a'i-iyy.i f» moltiplichi qaefta e- 
auazÌ9oe per j, onde fia aj*/ = laay-^^y^ , e a 



ìóltragea dalla equazione faaz=.ji moltiplicata pet 
3, iarS %qMa-^ijaf=i—zaay , oflia 3f4=s 

J.a#-r*-»i onde j==-2-i---, edjrJ— ^ -^ 



' . s.f-=i' 

94r< ; onde «^^^ 9^=^ ?-— ^ i equazione che ap» 

Ritiene alla feconda parabola Cubica. 

IX. Sia la Curva uoa Cicloide ordinaria > in cui 

h iy^sz — i--^^— ^, e fi voglia il raggio di ofcu* 
lo ; diSerenxiando in Aippofiiione di dx coftante ftrà 
idn^sz ~ % e if*= onde il 

corragglo ssT^ ^ farà s=:a ^TTx^xx} ma a5» 
biaiDO dx : is: : ìi corraggio al raggio ; doìk 
>ij^— ^st^zax-^xx i Jt; dunque JR 



• )/ 4 4 n — ^t 4 X • Per .trorarc la e goagione de lla ik 
^ura fi noti, che ijZrsf =s;i/2 ax — xx — jp j 

• che HZs/sx^^i^i ma abb i ai H0 g Q^t 



CjfFo vri h 
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2>^imx ^x^: : dj: dx: -y/za — x; y"?,- dunque 
^:Q~a.»«- jf , e perciò /=4« — * offia xz=. 

A*— Pi adunque g=: i K 4/»— ? ^ >--2 ^~j,c 
4Wrerenàaade avremo >d q:szi d Y^(h-f . p— a* 



gp «y 4a — j> 

. — - » * «marnata ^ — . 2« = w. avremo fi. 

natraente rf ^ =:• "^L"*"" ^- onde la eroluta della 

propofta Cicloide è la ftefla Cicloide. 
. X. La Curva riferita al fuoco A ( Ftg, it. ì fia 
la fpirale logaritmica ^ io cui y angolo AHM è co-^ 

ftante sw; fari dunque d x =z dlUf onde fotUd x 

coft^nte, fari ddyz=:oj avremo iholtre dtz=.^JLl. • 
adunque foftituendo nella foraola del r^o di ofca» 
** ^"Zrrjr^-TT-TT » ^«**=T^' Volendo 

axdt>- — ydxddy Sic 

4etormiqafe la evoluta fi of&nri, che T angolo S^M 
? ilfTc*,!/ ^^'^^^ J^ ***"^^ l'angolo retto; ondcTa^ 

S>C==jr, ed Sl^=^.:r; onde /=||j,e^/^ 
•^rfjr; ma i2J= = rf R = ^ rf^ ; tlanquc ^ ^=: • 



\' 



jotì L I BTiO l 1 U 

dy \ I^-n-£-^ = dy = - ^ ^ " ; che è appunto 

Ik «qttft%ione della Curvai: propofta ». 
^ Xh Pa/Ikino ai Probìemi inverfi : Ritrovare una Cutv» 
riferita all' alTc-, io cui 1* ordinata NI ( Fij. 71. ) fia ai 
corraggio NS ia ragione collante «.cìoÌl come i : m;ùl^ 

xk dunque y i^^ — : : i : « ;, onde ny d rfj= ^ds^ 

:zz - dy^ — ^Tx^v ed uydd^y^ dy^zz^ — dk^\ Si j^ovt-- 
ffi fdxdzidy ^ ÙLxk.dpdx.:=d dy y e foftituendo a- 

vrcmo nyfdp+p*dy:=.^dyy,om;LÌt^::=^'-^.^ ^ 



e pndhkpf^ i^ulé^r cioè/p-Hi 



J* 




naJmente p = --^=: k -^ — i i onde ^ x 

ed \4 -1^ x szf: r^" 7^^-^ .. IProS.s. RltrorareruBa: Ow- 

▼a riferita ài fuoco A , f F/g. 72.) , m cvxl W raggio dì. 
éfculdt Ict dato per ^Kssj ^ Sarà, éuwiee: Ree 

1 . . , ^ . ' > ' ■ = 3f > l' t quaiaoÓHe funzione iij i 

comecché abbiamo it*z=^d x^-f. </ j* ,! difièrenùaad» 
iiippofta. d » coftaote: avremo- dyddy=~dsdi s ^ *j 

pexcii loftirnsAo^ fitti tzs ^ ^ ^ "^ y^ j . ; fi 

poa«^ 
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ponga fixisdsy farà Jfix:=zd4t ; onde T= 

J7f=jry' * 77 — » ** «tcgtando 

A^l-^f^Jlì^ Adt^ydxzsidtf^Jl, U^ 

2 naie «qaazione eflbndo iridotca ai primi diffexduufi 
potrà almeno ^rafcendentemente «coihruitc^ 



« A 1» t) IX 



2>ri Ki»£gì ri/J*^ € rijrgtti t déltt Confitele 



X 



DAI Tpunto A ( K/. 75.74.) che iG «ìiiama 
radiante fi 4>artaDo Te rette AB^ AC^ che fi 
chiamano ra^i iHftdeHti^ ed 'Incontrino la «Curva -B Ci 
fi inalzi B X .perpendicolare alla Curva , 'e conducali 
B P) la «quale iìa ^tuata "dalia ifteflk parte ^ella Curvai 
Ite, -do ve fi Tttrova il raggio incidente ;« Ja :pe«pe«- 
dicolare £ X fia fra AB^ BT-, V angolo ABXa 
chiama angolo di ÌHcìdema , %* angolo PBX Mugolo di 
rifleffiouti e h BP fi dice ràggio ififleffò i al contrario 
fé la JJ P ^fifta. >dall* altra parte della Curva in riguar- 
dò al "raggio Incidente AB -còme tiélle Yig. 75. 7^. 
•dicefi <ffo raggio rìfratto . V angolo P J5 r fatto dal 
m^ìo Tifratto <on BY perpendicolare alla Curva dal- 
la ftefla parte , dove efifte il va^io ^ri&atto % >dice ««- 
golo di ^rifrazione . Prefo 1* archetto B C ìnfinitefimo, 
e condotto il laggio incidente AÓ^ ed il rifleflb> ^ 
rifratto € P^. come e^e la telazion^ <fra 1* angolo di 
incidenza ,. e quello di rifieifione 'o rifrazioni ì tJie % 
foppone data; i due r^i B P^ CF'^ ìncpntreraiiiù) 
in P; fi ricerca ia efpreffione analitica del taglio ^P» 



JOS L 1 B RO I l p. 



f ?J- Supponiamo hi- primo Itiogo ,che il ragrio5P 
^a rifleffQ , ouefto verrà fegato dì AC nel p5So S • 

que fc 1 angolo di incidenza fi chiami u,e quello di 
rifleffione », ed ^ fi chiami rf,, farà pL^dul 

«o irh>S^'*?*xr^ intervallo P-C ^ deferiva i* mini- 
Tnìr.KrZ^x^^\^ ^^^^^ ^»"^« « vederti, che l'an- 
Eolo BCKh eguale all' angola di riflcffiione. o S- 
Frazione; Ainque chiamata Sc-rf., avSmò rj^ 



..as.i.t<iz~^i ma chiamato, e ^ =» abbiamo 



p 



;a; dunmii» y. -1- MfCx 



xalleli y e J- • ^"*^ ^**° * »*g5^ incidenti fono pa- 
raucn,y, diviene nullo rifpettrvamentc a li pi , e J«; 

«ndc avreivo. in quefta Tuppofizione * =-ii£!L,. 

'^uahtìTf*!? rw^^^r^ °^ tHrazfone ffa 7ulfc7ari 
- - -- ^ **• •» vr^^ p^ e Cttss r;j ondo 



/»'. 

;» 



X 
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= ^;;~ — ■ ^ ■- > coiae nel Capo precedente ; o 

perciò il Problema, dei raggi di ofculo coftrtmfce uo 

cafo particolare del ProWcBia dei raggi riflcfli , rifrattl • 

IV* Se. in vece degli angoli fi voglia inttotìurcR-^ 

nella -efj^effionc di z le linee, che loro apparteiigonq; 

fi oCearvi, oheiie=:U!, ckiamato ACi^zy^cBM:^ 

• ••• Jt ' ^ 

dx al foUto> inoltre du^lUlL e iit^ lÌll: 

•Finalmente fé lì vogliano nella efpreflìòne dì » le fo- 
X9 y i-4?f e iota ditfcrense ifi ofktvl \ eho eflfencl© 1» 
angolo 4BtA. rettjo» coaie lo. è l' oitgolo X B-C'j tol- 
to U' convunc XBM rimaTtà 1' ango)0iMBCt=3i<i5X 
=/*.i dunque r: C[ai: d ndxt r:Sfi:id *: dj, «^ 

perciò- C/*= *iyl , Su= li? ;:il- fcno poi ed il 

«^ , dt / . . . 

.cofleno di tt, eff^do dato w per n*, come * fuppo- 
ne, faranno anco» effi dati per rfx, dy, Differen- 
.aiata per tanto la equazione delia Curva ,. o fatte le 
debite ioftìttìiioni, fi ritrova z in termini , finiti . 

y. .1 punti ^-.d^i jca^t.rJileiE o ritratti efiftonoia 



fi conduca la retta R ^ S , ( f i^. 77.) che feghii raggi 
incidenti ad angoli retti; RA, AB coordinate delEt 
Curva RBS ù chiamino x, j, e pofto B Pil raggHo 
»tfteffp,~o rifratto, farà iJ punto P nella cauftica-; 
da quefto punro fi tiri F.L normale ad itS, efichia- 
B" /6 L = /» , L P =r ^ , le quali rette fono le fcoordi- 
nat« della Gaufticaj fi produca, fc fa bifogna, PB: 

fiaa 
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fino a tanto 5 che fcghi RS in ST, e fi conduca ìBD 
normale alla Curva -biella Figura 77* V angolo ABÌ^ 
è la fomma -dell' «ngòlo di incidenza j1 £ j;^ e di rì« 
fleflìone 2QJ5T; nella figura poi 78. 1* angolo jfBT 
è la difFerenu *4leir angolo ^i incidenza ^ B i^j e dì 
rifrazione P B T ; xJunque ^A B f=r ;|uidb Tf ; dunqot^ 

fera C.}x±jrt:r:^j :BT::^:TPi e C./x±7r: :!• ; : 

'»C.iut"H7r 
:±J + f :± J8 r*4-TP=i&; c.percid ^— =-:5:j 



:zz q ; fimilmente fi ritrova ^=:xx ■ ■ — ; maìi^ 

e il Seno I e Cofleno di fx H; ^ fcno dan •pet Itf x ^ 
y , 9tm per la fola x y 6 loia j 9 perchè i data H ^ 
quazione della Curva ; dunque fatta iparire quefta va« 
liabìle , rimarrà la equazione fra le jf , ^ coofiiMtt^ 
della Cauftica., 

. VI. 'Quando, poi l raggi incidenti partzFio da Qil ponto 
Ay ( Fi£;. 79 , 80) B P , C /: fieno i raggi riflcffi o rifratti 
convenienti ai punti B }C^ iaràPJCPelememo ^elia:« 
Cauftica , :il quale iclemento ^ chiami ^du; t condotv 
te A P y A K ^ e defcritto V 4uchetto P T, fi chiami 
VTz=:iipy AP = qy TKzndqj farà df^zr^dt^^ 
dq^; Jt comecché è PKzirzCK -^PB^R}^, htàJu 

d fS tr 

=i«.-^BK; ma abbiamo ^ K=:— — num. j*, 

t . 

d f S nt 

onde i « n dsb'^ ■ ■ ■ ; ed in confeguenza Wjj^rs 



rf* ^iS^^ ^d^ . Dal punto A fi tiri j1 S tior- 

r 



nule a PiB prodotta fé la l>irogno > farà SS. 




r: 



i^i' onde fS^zZf: ; fimilmento 

(:, Z^yJEj^f^(lì^yi eflcndo^ pettamo. 

»^, ed il Seno , e Coflcm^*dr fx±ir dati' per y , fio- 
come dxtyds dati fono» per j> dy ;. col mezzo del*. 
le due^ equazioni fatta fparire la jr». ed il Aio difFéreiì* 
ziale* dy y refterà. la. equazione: della. Cauftica. riferita, 
al puntoi w4 fra le: f y 4 1^> ^^ ». 

VIL. Applichiamo quefte* Teorie agli efempi\.. Sia la 
Parabola KUS^^F. 5i.)UdicuL vertice principale fia Dy 
r z^i^ DCyì raggi inci4entL fiena paralleli àlP aire> 
i quaiti riftettano ia. maniera^ che T angolo^ di inciden • 
za fiaa eguale: air' angpFo^ 414 riflcfliDDe: y & cercano i 
raegl rifleill>, e la. Cauftica .^. Il parametra: della, para- 
bola fia =z2a, la retta RCS=izby DCz=zc^ RA^ 
:=:xyAB zziy ; fi. conduca. B G. normale, a. DCy farà 

BGzr-éiifc-^rjDG =: tf . '^yy^ perciò; 2 «;. t..=—j riì' 
- *- ^ ^ d f C'^ 

A — X • La formol^^ deFraggio rifleflbtzurz ■■ ^ 

e: cotnccchè: fi^ fupponeu rr ^: farà. 2& = si. 

'^ds C^K _ . ^ rdx ^^ rdT j^^ 



xrrfSTr. d s d s 

__ » ^^. • ' gì m ■ 

que- ;& =:r — ^ e. dlffcrenziaodo^ ^ in fuppo- 

d y d s* y I 



X.drd ^ 

d s 



fizio^ 



lìzlonc dì dx coftantc, farà 4?^ = ---. ^dyi xmàe 

ds ds^ 

X = r-* S^ (H^ercnzi due volte la equazione del« 

2dd:y.' 

la paràbola ^ fiippofta coftaote i7x; farà dj^=:dj^^ 
■ * 4 e ddyz=zZZi ; dunque roftltuendo 41^^ 

memo » zr ^ — • Per ritrovafc la -Cauftica^' 

«dovendo cflere q = ■ ■ -^ j j e ^ =: x«4« ■ . ■■ 

- . zzdxd"^ dx^—di^ 
Hum. j., farà.^=:xH ^ ^ j g=g> j~^ 

•~j lib. 1. Ctp« IO. T. I. ; ma _, V = ^ ; 

dunque fmx+è — x:=*;c perdo V afcifla della 

Cauftica è coftante =: b . Inoltre ' ■ c= 

ds* 

)rT j = ^ —$ e perciò 

(^— x/ zaz 




2 a 
• Analmente gszz/ — j=: e quan^ 

ticà coftante . Pertanto fé «Uà eftremità di K C = ( ii« 

«ormale CDy da cui fi toI|;a DP=. — t U punto P 

z 

làià 
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fytk la CauAica ricercata . Laonde nel capo pie&ate 
CÙtti i raggi rifleflì fi unifcono in P. 

Vili. Sqppofta la ftefla legge di eguaglianza «dell' 
angolo di incidenza ,e di rifleflione i raggi ABi^-Kg* 
il, ) perpendicolari al diametro R S incontrino 4a_, 
circonferenza ^el circolo R'DS i .fi «cerca il raggiorni 
fleflo BPi e la cauftica RPE, Si prenda la fornola 

adattata -al c^{o jprefente % =, u. : ù conduca il 

raggio BC 5 e CX> normale -ad .RSy 'farà r angolo 
A BC=B<: D ; dunque chiamata 'CRz=ir , farà 
BDz=:fjLi msi è R B =z j ; dunque — d [jLzzds; oa^ 

. Cu AB ^ 

de 2»=:— ^ = - — . Per trovare la equazione della 

Cauftica , fi chiami C yf = x , Jf J5 z=y , farà B P = 
~ ; inoltre abbiamo il C jtii=j , 5fi=jf ; <:L =:.y, 
P I =1^ . Eflèndo r; Si|ui.v:i»; 2 5/ui.Cjui;:r*: 2XJ 
? : 2. : PO; farà PO^!L?2- <Junque Cl = ^=« 



"« 



— j^ Y; ; ma rr^yjz=:^>c; dunqtio 

/ = — >ed jcx z= f r r^ . Inoltre r: Ci [x: :rr:CyL 



Y r 

— — * « HI M « <u XX 

. •• 

9 



— -Sjùi ::rr:j» — x* :: ^; BO = ll22 



2 2 rr 



dunque -^.0=t? = ^=ÌIll3iÌÌ2il:2:= ' 

2 r r 

< 1 

*^ — -L*— ; foftituetJdo pertanto il valore dr 

1 rr *^ 

5>w. Ji, Rt: . x;j^ 



|I4 L 1 M RO I I 7. 

X- X dato pet ^ ) fi otterrà la eqaasìoiie fnp ^q coor- 
dinate della Cauftica. 

IX. Sia RC ìz girale h>garitniicà » in cui V ango- 
lo fx.» che £a ^jB coUa normale è coftente ; fi cer* 
ca il raggio rìfieflo nella fiippofizione ) che T angola 
éL iacjidenaa fia canale a quelito di rifteflione • La fot^ 
noia del ra^io nfleflo pec quefta foppofizioiie òz =^ 

■ ■ r ■ ■ , ■ ) U quale ) comecché m è eoAante > • 



ifi=LO|U coov^rte m j&= ■ ■ ^ jmmèds^ ^ 

di j( 

r d X 
e C/jtrr:-— — j dunque a=j > e perciò H raggio ri- 

fieffib è eguale air incidente. Per ritrovare la Caufti^ 
ca eficodo nel cafi> prefente ^ rr j — •? — -tL 



^a 



nia dì quelle due equazioni fi ricava 9^ = ly^ -— 

de 4= — 2LJ1Ì.. ed ^^ ss 7 1 e netciò irj*=: 

r iSfx ^^ ^ 



TT 



rfj*.(x-^£ii~iÌii),offiai^ 









CAPO IX. jij 

la quale equazione appamene fimilmente ad una fpi^ 
rale logaritmica. 

X. Non fi deona paflare totalmente fotto filen* 
suo i Problemi invertì delle Caufticke : quefti fi di« 
fllnguono in due claKi; nella prima clafle fono quellji 
in cui dato il punto radiante ^ il ra|£Ìo rifleflb » o ri^ 
fratto , e là le£ge di riflcflione ) o nnrazione , fi cer^ 
ca la Curva riflettente ^ o rifrangente ; ali' altra CiaCi 
fé poi apparten^no quei , In cui dato il punto radi- 
ante il raggio lalleflb ^ o rifratto > e la Curva ciietten* 
te 9 o rifrangente fi cerca la leg^e di rifleffione j o ri* 
firaz^ione . Per la prima clafle . Sia dato il faggio ri* 
fleifo in qualunque maniera pel raggio incidente) e V 
angolo di incidenza fia eguale a quello di rifleffione ^ 
fi vuole la Curva riflettente . Si prenda la forinola tt^ 

dattata a quefta fuppofizìone z = ^ i ma 

——a d fA'^dB 

ili = eCu = .-- — } oflìa '^ c:rfx;duny 

3 ds r 

que dizzz ^ — t^ y e foflituendo nella formola di ^ 

_- ; ma è rf/=-~i; dunque ■ ^ » ^r^ 

rdy ^idfxSiX_ irdC fi^rdyrJy ^.^^ 



jS/x Cfx Cfi » Jf 

-, ed integrando jr C /A A=:t' 



2dCix_dy dy . ,^,„ . ^7?-» ^^^s-^ 



C/A » y 



Kt 1 yAdk^ 
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Xr.. Per la feconda clafle fu dato/il punto radi* 
ente, la Curva, riflettente , o. rifrangente , e i rag- 
gi rìfteflì vO rifratti , offia. ìc, a& per linee àppar* 
tenenti alla Curva riflettente, o rifrangente ;fi cerca 
la. legge di nfleflione , o. rifrazione . Dalla, form ola-* 

stz=: — — *,J! — !!— ricavo ZZ z dfX: — a./7r ±:* V s 



m^xC^r; e ]fx>ttzzjf:z,dfi\hzdsz=:adpy giacché 
4 , jix , É fono qxiantità. appartenenti, alla d ata Cur va ^ 

avremo adp =:4xC7r.4r»y7C;=: z^.C n\ 



Ctt. 2& 



èra^Cff ..f .,.• K — A;.fi. ponga. — = — fa- 

V C7r. / 

rà ^ data, per linee appartenenti, alla Curvaz^ed avrc- 
j g^ / r d SiT d t^ 

\rr.— S7C_ ^ / 

/ dS^ /TStt* ifr\ ^ ^ 

zCir-.f — ----L^+ — "f- — ì; a pónga^ 



dsn ^_£s^_^iii^Ì!l,f,,ì,,VL-^sjc 



* * 

= «; da cui (L ricava. S7r= r •. — "^ — ; dunque^ 
C TT csr»— Stt =.1!L1 — ,,ofljaC7r-=: — —— i 



dun* 



crA POI X.. in 

2 T %t d U 

dunque foftituendo . farà adpz=. -$ offia attdp 

Ji^M uudf^-'irt,tduz=:o yformolz che à molta af- 
finitài colla, celebre, forinola ricca ttiana .. Effeiìdo. per* 
tanto* Xf yt)df date per- lincea che appartengono alla-* 
Curva riflettente > o rifrangente^, la di cui equazione fi 
jRippone data; faranno ty ^^ dp funzioni di una ftef» 
fa variabile appartenente alla ftcffa Curva ; onde tro« 
Tata, u per. quella, variabile ,. mediante, la. integrazione 

della, predetta, formola 5 fi; avrà: ST::=:ir — — — da-- 

to per una ^ quantità^), che. appartiene alla; Curva riflet* 
tente 9 o rifrangente; ed in coufeguenza fai à. nota la 
legge di. riflcilii^ne) x> rifìra^iane» Quefta materia èfta* 
ta. da noi difiuffUpcnte trattata in una Di (Te rt azione^ 
letta nella Ai;^a(ieiuia^di. Bologoa^yC da infcrufi. nei. 
di. lei. Atti V 



e. A p o x:. 

Dei Punti Jtngolari. /Ielle Curv^.. - 

m • 

I.. XTEI Capo 2. del: Libro fecondo abbiamo vedu» 
1\ to , che cofa accade alla Curva nei punti > in 

d X 

cui il numeratore, o^ denominatore; della frazione «7^ 

/•'. 
diviene zero;, prefentemeiite* otfèrveremo ciocche di 

particolare avviene alla Curva, quando contemporà* 

neainente diviene zero,,// x,, i/j;; cioè quando fiab- 

bla — . n: _, della quak frazióne nello fteflb Capo 
dy 0, 

pure. 



À 
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pure fi diflc qualche cofa. Per comprendere ciò con» 
cfhrarczza fia la Curva A B MK BC ( Fig. 9%. ) che 
tagli fé fiefla in fi ^ e P Z jia T afciA cx>nveniente al 
punto B^ e Z B QzV ordinata; fé nella quantità deN^ 
la afciflà P Z facciafi un cangiamento infinitefinio y £ 
oflerverà che nafcono fubito due ordinate, corrlfpon» 
denti alla ftefla afcifla , e che dif&cifcono per una quan« 
thà infiniteiima; lo fteflb avviene alle afcUTei fé il can«> 

5 lamento infiniteiimo facciafi nella ordinata Z B; ad- 
unque nel punto B ) il valore della afcifla PZ yt deli' 
ordinata Z B è doppio 3 per la qiial cofk la equazio- 
ne che appartiene a quefta Curva dee cflere tale, che 
pofta x=PZ = ^) abbia j due valori eguali a Zfi=^ 
umilmente pofta y^^h tlovrà x avere euc -valori 1= «• 
Collo fteflb metodo fi prova , che fé pex B paffino tre 
rami di Curva , avrà j in fi tre valon eguali corriP 
pondenti alla ftefla. afcifla; ficcome x avrà fmiimen- 
te tre valori eguali corrifpondenti alla ftefla y;i va^ 
lori poi delle x^ y faranno quattro ^ cinque &c. y fé 
per B pallino quattro > cinque &c. rami della Curva. 

Prendafi ora la equazione x — a . A-^ y — b^B=: 0; 
quefta è di tal natura , che pofta x=a fiajf=:^^ e 
pofta y=:b fia x =r «> benché A y B denotino qualun* 
que funzione di x , j e coftanti ; la equazione poi 

x-^a A 4- X— 4 j~ b ^ fi -+-7—^ C=o è tale, che 
pofta x= 4 nafcono due valori di j =t j ficcome po- 
fta jf=::^ nafcono due valori di x eguali ad a i ben» 
chi Ay By C fieno qualunqiie funzioni di xyyi e gè- 

aeralmente la equazione x — a A^ x* — a 

+ x^a y--b C H-^ — ir yf ^ = è tale, che 

pofta xzz€ nafcono valori di ^ = ^ numero m , fic- 
come pofta v = * nafcono numero m } valori di x= 

•^ adun* 



M^t 




* 

a&nqoe It equazione della Curva) che (egi & ftèfla in 
M puntO) potrà in tal punto ridorii aUa predetta formai 
IL E^li è coTa facile a comprenderfi^ che fé la 
equazione predetta non fi differenzi numero m di voU 
ce ) tutti 1 termini dei dìfferenrziali faranno moltN 
plicati per x^^ay t y^^b; ma polla x=:4, viene 
^ = k ; adunque pofta xzrza tutti i termini dei dif6> 
renziali fvaniranno ) fé la equazione non fi dilfew 
renzi numero m di volte «^ ^er tanto la relazione dei 
difTerenziali dx : iy nel pnntO) dove la Curva fega fé 

ftefla X verrà efprefla per — fina a tanto che la equ»- 

ziòne non venga dìiTerenziata numero m di volte . La- 
onde la frazione — denota un punto di Curva la cui 

ì rami delTa fieffà Curva d interfegano , ì quali raml^ 
fono tanti quante unità fono in my perciò un tal pun- 
to di Curva fi chiama multif Uy cio"^ duplo y triplo &c. Ce 
i rami, che vi paflano) fono chie , tre &c« y cioè fé ni 
fia 2 3 3 ) &c. 

III. Per ritrovare adunque queftl punti di Curva 
multipli e per determinare il grado della loro multi- 
plicità; fi differenzi la equazione della Curva y che 
chiamo Cp^izoy onde fia dCp = Md x ^Kdyzno; fi 
fupponga M=zoy N = o e con qucfte due equazioni d 
determinino ì valori di x , j ^ i quali podi in Cp fé fod» 
disfanno alla equazione , la curva à dei punti muItU 
pfi, e tanti quanti Cono i valori di x„j ; in cafocon* 
erario non avvi alcun punto multiplo; il grado poi 
della multiplicità verrà determinato dal numero delle 
volte ) che bifogna differenziare ^=:o y acciocchii i 
differenziali non fi elidano nel predetto punto • Vedia.« 
ma uu ef^mpio. Sia (p =j4 — g sy^ f^bx^;:s:o y avrem- 
mo 



^tO X I B R O 7 II. 



010 i (f^z=M rf x-HN ijrcr (^y^ — 2 àxy) if^(^ihi^ 
~.tfy»)iix = o; onde Mrr: g Ax* — aj^^ N=:4y— ^ 
zaxji ù fupponga M=:^bx^ — af'.nz.o^ ed N r:s 
4^*-^ 1/1 x^f = « ; da quefta ricavo j = ^ , il quale 
valore di j .pofto in M nafce iìmilroente x=: ; quc« 
Ai due/valori X, jf collocati in <|) fanno verificare la 
equazione;, onde dove è x =: 0-, la Curva à unjiunro 
anuitipk) • Divifa la equazione N per y nafce 4 j^-*« 

'aa x:;=:'o y c x z=z -^ ; ma .per la equazione M ab- 

biamo x = db j r — - ; dunque - ■■ ■■ ■ = ± r X -r-, ic 

3f = ±Yi ~j e perciò x =— ^ ; queftì valori di 

X ) jf collocaci in (p =,0 non fanno verificare la equa* 
zione ; onde la Curva non à che un folo punto muU 
tiplo.. Per detérminace il grado del .punto multiplo-^ 
differenzio cp z=z ^ e n^Ccc (47' — ^^^y) ^J[-H 
f 3 A X* — aY )^x = ^(|) = o; il quale differenziale 
ivanifce poftovi x =0 5 yz=z 0; torno a differenziare 
fupponendo per abbreviare il Calcolo rfx, ^^coftan* 
ti , trovo ddpzzzl ly^ dy^ — za xdy* — /^aydxdy 
^6hx i x*=: . Ho fuppofio dj ,Vxcoftanri , giac- 
ché o fi fuppongano coftanci-^ o no ^ il numero delle 
differenziazioni necelTario per giungere ad un differen- 
ziale, in cui i termini non fi elidono farà femore il 
medefimo , come apparifce chiaro confiderando la for- 
ma deir Equazione generale recata alla fine del n. i* 
Quefto differenziale fimilmcnte fvanifce poftovi x = e?-, 
jt = (?; dunque differenzio un* altra volta , onde na- 
fca d^(p=:i é^y d y^ --6u d X d y^ -^ 6 b d x^ = c> , in- 
xui poftovi j. = (? abbiamo bdx^z=zad x df- ; dunque 

il 
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il terzo differenziale non fvanifce) e perciò il noftro 
punto multiplo è triplo ^ cioi tre rami di Curva fi fc» 
gano in tal punto. 

IV. Dalla Equazione 6 dx^z:zadxdy^ xicavo 



dxz:z9y e dx^zdj^ 



Y'-,: a.,-e u ^,0., « 



dx: dj fono tre, cipè •rr , ^«:^^j^^ -"V ^ 5 
e perciò nel punto triplo una tangente è parallela al-» 
la ordinata ; le altre due fanno colla linea delje afcii^ 
fé r angolo determinato ^alle fuddette raeioni • 

V. Le cofe fin qui dette poflbno facilmente In* 
durre a credere, che tanti tieno i rami vifibili della 
Curva, quanto è il grado del punto multiplo; ma U 
cofa va diverfamente^ perchè alle volte alcuni rami fo* 
no immaginarii,anzi alle volte quefti punti fono affat- 
to folitarii^e (laccati dalla Curva, alla quale nientedi- 
meno appartengono, come gli altri; e ciò avviene quan- 
do in una Curva , che à qualche foglio > fvanifce tal 
foglio per la fuppofizionC) che fia eguale a zero una 
coftance della di lei equazione^ quefti punti multipli 
fi chiamano conjugati^ 

VL Oltre i punti multipli delle Curve fi danno 
ancora ì punti di J>r/7o contrario , in cui la Curva da 
concava fi fa conveiai) o viceverfa, come farebbe il 
punto F ( Fig.S^) della Curva HJL. In quefto pun- 
to la tangente Al N è comune e all' arco concavo 
HF, e al Conveffo F L ; ma la intercetta dell' ordì» 
nata fra la Curva , e la tangente dell' arco concavo 
è negativa, e quella dell' arco conveffo è pofitiva^ ; 
dunque non dahdofi paffaggìo dal pofitivo al negativo 
fé non fé per il zero , o per V Infinito , quefta intercet- 
ta in F farà o eguale al zero , o infinita ; ma quefta 

Tom. IL Ss in- 
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iatercctta analiticamente fi dee erprimere per 1 r 

adunque in P dovrà cfferc i /fj rz (>, ovvero J dy ^z:oo. 
Tutto ciò è dimoftrato nel Lib. 2. della noftra Geo- 
metria dell! Infinitefimi • . Premeile qaefte notizie ecco 
come fi determinano i fieffi contrarli delle Curve . Sia 
là Equazióne x^ — ^ j* -^a^zzzo ^ differenziando (ara 

' ix*dx 

3 X* rf X — zhydyzzioyt perciò dy 1= ^ j onde 

,, 6 X d x^ Xx^dxdy ^^ ,. 

^^^ITTy z by^ ' fi Supponga àdy—o^ 

6xdx^ 7x*dxdy ^.. , 

avremo ■ / ■■—■ ; , ~g; ma abbiamo rf^z:: 
zby zhy^ •^ 

? ; dunque (bftituendo farà — ^ — 2ii. :=: a % 

zby ^ ai^j 4^*j» 

cioè 4frjJ — 3x5=:(?; dunque jfj =2 ; il qual 

valore foftituito nella equazione propofta ci dà x^ — 

2 x^ . — 

2L_ = i|3 , cioè x5 z: 4^5 ^ed x = ^ t/ 4 j pertanto 

dove X à quefto valore ^ ivi la Curva à un Beffò con- 




quelli 

li, ma il rifpettivo foltanto ì differenziatala equazio- 

ne 3 X* ^ X — 2 by dyzrzoin iuppofizione di dy coftantc, 

farà 6x dx^+^x^ddx — 2 bdy^zn Oy onde ddx:= 

:ibdy^—6xdx* 6 x^ — %bxyy.^.. -, ^1 
^ — =: \LL d xS il quale vaio- 

3x» ^bx^y^ 

M pofto Cjguale a zero nafce 3 x' — 4 byy^zzo come fopra ; 
adunque in un folo punto la Curva da concava fi fa 

con-- 
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conveflTa . Se fi foflcro trovati più valori di x altret- 
tanti farebbero i fleflì contrari della Curva. 'Alle vof- 
te due fleffi contrari fi accoftano infinitamente ). ed ai* 
lora accade , che, dovendo eflere due ddy^o d dxìtii^ 
finitamente vicini eguali a zero> fia ( dbiamati i fe« 
condì ddpc' e ddf ) y ddx'—ddx = Oy ddy^ 
ddytzzo , e perciò d^x:=io^ o d^yz=:o; quelli flefli 
contrari! per altro fono invifibili; perchè la Curva da 
concava per efempio fi fa convefla nel primo fleflb | 
ed immediatamente da convefla torna a farfi concava 
come prima pel fecondo fleflb ; fé i punti di fleflb con« 
trarlo infinitamente vicini foflcro tre farebbe d^yz:zo% 
o d^x znoy ed il fleflb contrario farà vifibile, perchè 
la Curva per efempio da concava pafik a convefla^ 
per il primo fleflb , indi immediatamente da convefla 
torna concava pel fecondo fleflb 5 e finalmente fubito 
da còncava torna convefla pel terzo fleflb; onde ri« 
jnanendo in feguito convefla refterà vifibile il fleflb ; 
dal che è cofa facile inferire generalmente che fé i 
predetti punti fono di numero pari il fleflb contrario 
è invifibile, fé difpari il fleflb contrario è vifibile. 
Quefti punti fi chiamano firpentìnì . 

VII. Quando la tangente, che appartiene al fleflb 
contrario, fia parallela alle afciflTe, o alle ordinate ', 
allora avremo dxzizOy o dyzz per le cofé dette ^ 
Gap. 1. del Lib. 1. , dal che non fi dee fubito inferi-» 
re , che ivi la Curva abbia un maflimo , o un mini- 
sno; imperciocché fé il fleflb contrario fia invifibile , 
allora la predetta confeguènza farà legittima; ma fé 
il fleflb contrario è vifibile, allora in tal punto nevi 
è oiaflìmo ne minimo; pofta pertanto yz:z<py deno- 

tando (p una fuiizione di x , farà dyzzzdcp^ ^ 

S s 2 •+• 
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m\ ^ Scc. per le co(e dette nel Capo z.L. i.xì.6. 

onde Te divenendo zero dpp diviene ancora d^Cp t^ 
non già d^ Cp la curva non à malfimo ne minimo i per- 
chèt k un flelTò contrario;, fé fi annulla ancora d^cp^c 
tiOJk d^ (p la Curva à. un maffimo o. uà minimo , per- 
chè, il flefTo contrario èi inviiibile ; e generalmente fé 
fparifcono nella predetta ferie termini numero pari ^ 
la Curva > nel, punta dove ciò^ fuccede^nonine mal^ 
fimo ne minimo; (è poi il numero dei termini, ch^^ 
fparifcono è dilpari), la Curva avrà in tal punto* ua^ 
malfimo, o un minimo../ 

YIIL Alle volte la. Curva nel punta F torna in- 
dietro Q come nella Fig.85. o come nella Fie,86.i il 
^unto F allora fi chiama. Cufpide ^ la prima rorma u- 
na fpecie di cuneo» 1' altra una. fpecie di roftro. Gli 
accidenti^ che abbiamo fin ora confiderati feparata- 
inente > alle volte iìiccedono. o tutti a più infieme nel- 
lo fteflTO' punta; comecché qaefte confiderazioni fono 
poco* utili y e dall' altra parte non fono difficili a de- 
durfi dalle co(è fin qui dette;, perciò' ftimiamo fuper* 
fluo il darne un. più lungo detaglio. Vedafi fé fi vuo- 
le il Carmer % o le noftre IftituiionL Analitiche T» s« 
l.lb. 2« Cap. fi. 
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Del Calcolo delle Variazioni » 

I. /^Elebratiffimo è in auefti tempi il calcolo delle 
V-i Yariàztoiii :. male larebbc pertanto provedoto 
alla migliore irruzione dei Giovani fé fi lafciaflero af* 
fatto digiuni di quella nuova, (pecie di calcolo^ ch^^ 
molto (l allontana: dalla comune, si in riguardo ai prin- 
cipi y fu cui fi. appoggia ^ si in riguardo alla, maniera 
ah operare». Prima di ogni altra cofa conviene fiffare 
con tutta chiarezza, e diftinzione, che cofà mal fi. in- 
tende qui per variazione ., V idea univerfale ed attrat- 
ta, della variazione potrebbe riufcire ofcura e confirfa 
al principianti , perciò ftimo miglior configlio incòmiti- 
-ciare. dall' idea particolare , e concreta 9 che ci fom- 
miniftra della: variazióne la Geometria j^efTendò da que- 
fia noit' difficile il paffiggiòa queiravSia pertanto una 
linea qualunque^ Af, (Fif.87) la cui afcìfra-/ÌB5 l'ordina- 
ta corxifpondente. BM^ Egli è certo che^ quelle coor- 
dinate fono talmente collegate infiemey.che al varia- 
re delP una varia ancor 1? altra in maniera che trovan- 
dofi V afcifla AB accrefiriuta*. per T elemento^ BC ì' 
ordinata B M fari altresì accrefciùta per V elemento 
XS; i quali elementi peruntO' faranno correlativi , e 
fra loro.dipendenti ^e apparterranna alla Curva AM S; 
quelle tali, variazioni e cangiamenti delle afcifie e del- 
le- corrifpondentr ordinate ^, che comunemenre. vengo- 
no fotto nome di flùffioni y diilerenziali , elementi &c. 
non fono^ ^ià le variazioni: delle predette coordinate di 
cui intendnimo* parlare*. Fingala ora che T ordinata £ M 
appartenente^ all' afciffa AB> fi accrefca per una por- 
lAoncellai infinitcfima %ìy ma affatto* indipendente dall' 

afcif- 
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afciffa AB; qnefta porziancella uifinìtefima Mlt^pet 
cui fi concepifce variare la ordinata MB indipendeti* 
temente dalla variazione della afcifla li chiama va- 
riazione della ordinata B M ; dunque il carattere di« 
ftintivo dei differenziali delle ordinate dalle variazio* 
ni delle ftefle ordinate è che i differenziali delle or- 
dioate fono collegaci colle afciife e loro differenziali^ 
le variazioni poi delle ordinate fono affatto indipen- 
denti dalle afciife» e dai loro differenziali. SimiJineii* 
te i differenziali delle afciife fono relativi alle oidina-* 
te e loro differenziali, le variazioni poi delie afciife 
fono del tutto indipendenti dalle ordinate e loro diffe* 
renziali • Quindi ù intenderà ancora come i differen» 
zia li appartengono ad una medefima Curva , le vana* 
zioni poi a Curve diverfe;fi intenderà fimilmente co- 
me i differenziali non alterano la relazione fra le a- 
fciffe e 1' ordinate , e come al contrario tal relazione 
venga dalle variazioni alterata • 

IL L' indipendenza delle variazioni è cosi gene» 
rale che non folo le variazioni delle ordinate niente^ 
anno che fare colle afciife, loro differenziali, e varia- 
zioni , e viceverfa; ma ancora la variazione di una 
ordinata , o di una afciffa niente à che fare colla va- 
riazione di un' altra ordinata, o di un* altra afcifla. 
Onde la variazione di ciafcuna ordinata, o afcifla, co- 
me fi confiderà nel premènte calcolo, è del tutto arbi- 
traria, perchè fia infinitefima : e qui abbiamo im' altra 
diftinzione frai differenziali e le variazioni; quelli of- 
fervano la le^e di continuità, quefle non fono ad al- 
cuna legge di continuità foggette . I Geometri fono 
fiati indotti ad introdurre fimiii variazioni infinitefime 
si, ma vaghe del tutto, arbitrarie, e difcontinue per giun- 
gere alla rifoluzione dei più difficili Problemi , cofa ve- 
ramente forprendente , parendo a prima vifta ftcriliflì^ 
mo fimile artificio. HL 



CAPÒ X I. J27 

ni. Comecché le variaziom diflPerì(bono onnìna* 
mente dai differenziali, quindi pafTando al Calcolo è 
CO& neceffiina adoperare fegni diverfi ; per i differetr* 
alali fi ritiene il Iblito Tegno d^ per le variazioni fi 
adopera queft' altro fegno ^, talmente che dy ^d x dì-- 
icgoa il differenziale di j ^ e di /# ; iy y ^x poi de« 
nota la variazione di y ^ e dì x . 
r IV. Stabilita V idea , che far fi dee deNe variazioni fa 
d' uopo ftabilire i principi) fu cui fi appoggia il Calcolo di 
^uefte quantità • Suppongafi a tal fine intorno V afte AB 
una Curva ^P dipendente dalla Curva AM^ e per par- 
lare coi termini dell' Analifi) chiamata l'ordinata BF 
di quella Curva in >^, AB=i x^B M:=zyy fia Vvlwl 
funzione di x , ^ e loro differenziali di qualunque or* 
dine 9 anzi contenga fommatorie quante fi vo^ia ^ e 
fommatorie di fommatorie ad arbitrio ; egli è certo i 
che fé nella efpreffione ^in vece della j appartenen- 
te air afciffa AB vi porrò y+^y verrà a varrarfi nella 
Curva APV ordinata B P corrifpondente all' afciffa B A^ 
divenendo effa per efempio B Q^ talmente che farà P Q^ 
la variazione di B Py che efprimeremo per ^ V; ora ri 
calcolo delle variazioni infegna efprimere per y ^^y j 
$Sy &c. la variazione i V\ quindi generalmente il cai»- 
colo delie variazioni fi definifce: quel caicchi per cai fi 
ritrova la variazione di una ejprejpone data per qualun^ 
que numero di variabili , polio che fi ajfegni a tutte , o 
ad alcune variabili la fua variazione . 

V. Noi volenda avere riguardo alla brevità ed al- 
la chiarezza fupporremo la formola V contenere fola- 
mente due variabili x^ ed y e loro differenziali ; fiip- 
porremo inoltre dx coflantC) ed indurremo la varia- 
zione nelle fole ordinate , cioè nelle fole y . Ogni q^ual 
volta fi induce variazione nelle ordinate , ovvero nelte 
y > fi induce altresì variazione nei loro differenziali, o(- 

fia 
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fia nelle dy ; impercioccliè la dy filtro Aon è fé noa 
Te la differenza di due y infiniUmcnte i?'ìcine; fé don* 
que in quefte fi induce variazione ) fi indurrà ancora 
generalmente parlando variazione nella loro idiffere» 
a^2 iy i pc^ 1^ ftcfl^ Tagione variar dee day «flendo 
quefta la differenza ài due dj proffijne^ lo Aeflb dica- 
fi di d d dy &c. 

VI. AH* ordinata S M ifia infinitamente yroilima 
C S che chiamo :=zy^ ^ a cui diafi la variazione arbi» 
traria SG^ ed MK fia quella Aì£M;ìslMH fichia^^ 
mi Sy^ SG S'y^ a conduca la corda MSy z coi fia 
parallela NF^ farà G F^z^y"^ — 3*^, cioè eguale al* 
la diiferenza di d'j, onde farà G F= d fy . Inoltre eC* 
fendo M N la variazione di j , e GS quella di y fari 
G F quella di y — y ^ cioè farà CF la variazione di 
^y ) e perciò avremo G F^zi'dy.E la ripone fi è^ 
che ^variando la £ Me divenendo B N^ e variando pu- 
re C S e divenendo CG ^ il differenziale che prima €• 
ra J( Svaria ^ talmente che condotta N O {>arallela ad 
M R y elfo diventa O G ; e perciò riceve la variazìo 
ne G F, per eflere F O^n S ii . Per tanto fuffifterà que* 
fta eguaglianza d$y-=i^ dy^ onde generalmente par- 
lando farà fempre la variazione della dif&renza di qua- 
lunque formola, che chiamo f^, eguale alla àìfférenzz 
della variazione, cioè farà S dV:=zd$V^ perchè ìz. 
formola ;f^ può elfcre fempre confiderata come ordinar* 
ta di nna curva. Quella eguaglianza fi può dire il ptiiw 
cipale fondamento ael Calcolo delle variazioni • 

VII. £d in primo luogo ricaviamo la maniera di 
efprimexe tutte le variazioni dei differenziali d^^ddy 
dd dy &c. per ^y , e fuoi difierenziali ; imperciocché 

pofta/.= ^,5 = l?,r=fi, x=^&c., fata 

«^ dx dx dx 



i f =ii'2.=£ÌL ( numero 6 ); Cmilmcnte farà 

dx dx 

^q^iÌLz=:ÌÌLz^Ì£^ìli cosi fi troverà ^r = 
* dx dx dx*' 

Vili. Premefli quefii principi veniamo al Calcolo* 
Sia propofta una formob qualunque V^ che contenga la 
variabile x, ed il di lei aì£ferenaiale ^x collante » e 
inoltre contenga la variabile y coi Tuoi differenziali 
di qualunque ordine; fingafì variare la jy per una quan- 
tità infinitefìma ^j) fi domanda la variazione di t^ 
data per j'j, e fuoi differenziali. Pongafi dyznpdxy 
ddy z=zq d X* y d^y z=:rd x^^d^y z=zfdx^ &c., ed e fé* 
Huita la foftituzione nella forffiOla f^ fpariranno i dif- 
ferenziali dy^ ddy^ &c. e diverrà ^funzione delle 
variabili x , j , p , q^ r^t &c. • Col variare la j $ fi 
varia ancora py q^ r y s Scc. ( numero 5 ); onde per 
ritrovare la variazione di Tnon vi fi dee feri vere foU 
tanto y-i^^y in vece di ^ , ma ancóra p +^pìn ve- 
ce dì p y q^ ^.q in vece di ^ , r-^^r in vece di r, 
x+d"/ in vece di xy Scc. efeguita quefta foftituzione 
F diventi F' farà $y=:l^' — V; quindi la variazio- 
ne di V nel cafo prefente fi determinerà appunto 
come fi determina la di lei differenza fupponendo 
fluire fecondo la maniera ordinaria le j ) f 9 9 ) y" ) ^ 
&c. Ed in fatti o fi accrefcano ^^ y % p^ q^ r^ s &c. 
per dy y dp y d q^ dry ds &c. ovvero per Sy , ^p^ 
i q^^^ r &c. in quanto alP operazione torna lo ftef- 
fo ; imperciocché i fegni d , $ lono in tal riguardo in- 
differenti . Ma abbiamo per le folite regole di differen- 
-txzxtdV^szHdy^tdp^QJq^Kdr^SdsSiLC. 
fupponendo coftaote la x; dunque foftituendo in vece 

Soiff. il. T e di 
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dì dy^ dp^ 4 qy dr ^ ds &c. Sy^ Sp ^ $ q^ i r ^^ s 
&c. farà $V = H$y+?$p^Qjq^K^r-^S$s 

&c. i ora ( pel numero 7) è & p = — — ) c^q=: i 

d X dx^ 

etc. ; dunque foftituendo farà 5* Vz=: N 5* 7 H — 1 

d X 

. QJ'' ^y.Kd^^ySd^^y ^ ^ . 

-h -~ — — + — ; — ^H ; etc. come fi dove- 

dx^ dx^ , dx"^ 

va ritrovare . 

IX. La formola V fia ora eguale z frc d x ^t fia 
TT una funzione come lo era V nel numero preceden- 
te fi domanda S V per ^y e fuoi differenziali . EflTen- 
do V—fTzdx^ farà dV—izdx^ e ^dV—^'nàx; 
mz k $dVz=:id$V ^ num. 6; dunqne farà d^V—. 
$7: dx ^ ed integrando farà ^ì^zzif^iz dx • Il nume* 

ro precedente ci infegna eflcre ^'KzzLK^y^ — ; — ^ 

H- ^i !-{ ^^_J!etc; dunque foftituendo fata 

4 X* d x} 

^y=fH^ydx^fPd^y^fQ^^+fR±^J! 

etc. Se caveremo da quefte fommatorie le parti inte» 
grabili farà fPd ^y eguale ^ P $y — fdP^y^ così an- 
cora h fQj^^y=LQjSy — dQjy + fd^Q^li 
fR dHy = Rd^$y—^d Rd^y 4-^* R ^y--fj^Sy 
etc. ; foftituiti quefti valori neir efpreflionc di S Vy e 
raccolte tutte le fommatorie in un membro > tutti i 
termini che contengono $y in un altro ) quelli che^ 
anno d^y in un altro etc. farà (chiamato per maggior 
femplicità J'j = u; ) farà dico 
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<i X d X* d x^ d X* * 

rr, do d^R dìS . 

dx dx* d xi 

, rfw . - dR , d* S . - 

+ ii^.(R_4£&c.) 

^._.(S&c. ) 

I termini che moltiplicano co /^ x fi chiamino H 5 quel- 
li che moltiplicano co fi pongano = HS e così fucceffi- 

vamentc>farà iV=fHujdx+{aH'^Ì^ H'' ^ 

dx 

d* U) 

IJIW' &c. 

d x^ 

X.ScCìzV=f'Kdx+fiT'd X ^f'n'' dx &c. ed 
inoltre contenga (f) funzione ciix,^,jp, ^y^ys &:c. 
farà dVzzLTCdx^T:' dx-^i:'' dx &c. ^-i/^, e per- 
ciò ^i/r=ì//^r=J^7ri/x4-^7r^^x-htJ^"rfx&c. 
-J-cT d (p; ed integrando farà 3'f^=:zfi"ndx+fi''rr'dx+ 
/J^TT^Vx &c.H-5*4), ( giacché ^//(f) = ^à'(f)): tutti 
quelli membri fi fanno ritrovare per i numeri prece- 
denti ; dunque fi avrà ancora in quefto cafod^Fdato 
per 5*j, e fuoi differenziali. 

XI. Se poi fia K=/7r d x^ e fia TtzizfX dx; al- 
lora fi troverà SVmf^Tcdx; e comecché abbiamo 
ancora ST:=f$\dx farà $V=:fdxf^\dx; ma^ 
S'rz 5 e ó'X fi fanno ritrovare per $y e fuoi dìffercn- 
siiali , così refterà ancora determinata 5^ F per ^y ^ o 

Tt 2 fuoi 
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fuot diiFerenziali . Con queft' artificio non vi è formo» 
la data comunque per x y y e fuoi difFerenziali , per 
fommatorie di fommatorie quante fi vogliono^che non po(^ 
fa efprimerfi per ^y e fuoi differenziali; anzi il me- 
todo fi eftende a qualunque numero di variabili ) che 
entrano nella formola K a c»ì fieno aflegnace le loro 
variazioni . Riufcendo i calcoli troppo lunghi e male 
adattiti 9 ^^cfti £lcm«ati ci afterremo dall' addurli • 



CAPO XII. 

Della determinazione delle Curve dotate di ffofrìeth 
ffettanti ai maJjJmiy minimi. 

I. TL Problema: Ritrovare la Curva dotata di un da* 
X to malfìmo^ o minimo: potrebbe fembrare V in* 
verfo di quello , nel quale fi propone di ritrovare nel- 
la data Curva T afciflfa a cui corrifponda una mafiimai 
o minima ordinata > una mafllma » o minima tangente! 
un maflimo o minimo ra|gìo di ofculo &c.. Ma la 
cpfa non è cosi, perchè ilProblema veramente inver- 
lo del fopra elpofto farebbe ritrovare Ja Curva, in cui 
alla data afciflfa corrifponda una ma/fima o minima 
ordinata ^ una mafiima o minima tangente, nn maflimo^ 
o minimo raggio di ofculo &c. ; il .qual problema è 
affolutamente indeterminato e nugatorio ; perchè V or- 
dinata maflima o minima non riguarda (e non fé uà 
punto di Curva , la tangente comecché efpreffa per i 
primi ditlerenziafi riguarda due punti infinitamente vi- 
cini, ed il raggio di ofculo perchè efprefib per i &• 
tondi differenziali riguarda tre punti infinitamente- vi* 
cini:^ e non altro ^ onde è impoifibile da quelle prò* 

prie- 
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prietà fare il paflaggio alla determinazione della Ciu^ 
va; a quefto fine è neceflàrìo , che il roaffiroo o mi- 
nimo (ia vincolato ) e. collegato con tutto Tandamcn* 
to della Curva in maniera, che fuppoftp eangiarfi qua- 
lunque di lei elemento venga a cangiarfi ancora la quan* 
ticà che fi vuole maffima > o minima, come farebbe dati 
due punti (Fig.S8.)AiB nella lineai £ e datalalun- 
gbezza della Curva AMB^ ritrovare la Curva A MB 
tale, che V area AM B fiz maffima; qualunque ele- 
mento fi cangi di quella Curva , 1* area A MB corrit 
fondente air affilia A B non è più maffima • 

II. Prima di paflare più oltre conviene diflia* 
guere le formole differenz!ali date per le variabili x 
ed y che fi poflbno integrare indipendentemente dal* 
la relazione fra Xjcàyy le quali fi chiamano defimte^ 
dalle formole differenziali le quali non fi poflbno afla- 
lutamente integrare fenza che fia fiflata la relazione^ 
£ra ^ > ed j! > le quali fi chiamano indefinite ; del primo 

genere fono xdy+jdx , ^ > ■■■ ^^^ 

r integrale della prima k xy ^ delta feconda l x — jf> 
dal! 




do genere poi fono ydx y ^d x^ -^ d y* ; la fommato^ 
lia delle quali mai non fi può ottenere lenza che fi fiifi 
prima la relazione fra x , ed j ; onde fi poilà foftitui-* 
fé il valore di x dato per jr, a viceverfa • Ora i ma(E- 
ni ed i minimi, di cui discorriamo, prefentemente, mai 
BOB poflbno eflere efprefii per fommmatorie di formo.» 
le differenziali definite , nu fol tanto da fommatorie 
4i formole differenziali indefinite ; imperciocché fé i 
•koftri maffimi o minimi > benché debbano aver luo^ 

%uan« 
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quando 1' 2[ffìK^ y diviene eguale ad a ^ fiientedim^ 
no deono racchiudere tutta la foroma degli elementi 
della fommatoria corrifpondenti a tutti gli elementi 
della X principiando da xr=o, fino ad xz=za y bifo- 
gncrà ) -che fia nota la relazione fra xy ed y ; poiché 
foftituito il "talore di y dato per x della fonitnatoria 5 
quefta potrà beniilimo efpriniere la quantità maflimao 
minima qiìando fia x = « , la quale racchiuda tutti gli 
elementi della fommatoria corrifpondenti agli elementi 
dell' afcilTa. Ma fé la fommatoria foffe di formola diffe- 
renziala definita ; efeguita la fomma 3 e Toftituito a in ve^ 
cedi x\ quefta fomma non potrebbe contenere fé non fé 
quantità appartenenti al punto della Curva dove foflfe 
xrr:^) o a punti infinitamente vicini ^ iecondo che )à 
formola definita conterrà primi , fecondi^ terzi &c. dif- 
ferenziali : così fé io voleili una Curva , in cim foife 

maffima /x^ j -+-j d x, quando x diviene eguale ad a^ 
efeguita la fomma e pofta a in vece dì x fi avrebbe^ 
ay un maffimo ; ora ognun vede che quefto maffimo 
non à alcuna relazione colla Curva , ne può in al- 
cun modo fervire a determinarla . Poflb confermare la 
ftcfla verità con altra ragione ; neir efempio del para- 
grafo antecedente fé V area AM B è maffima , con- 
verrà che indotta qualunque infinitefima variazione-/ 
in tutto 1* andamento della Curva , come fareb- 
be fé prendeflc la pofizìone AHSB ^ converrà dico, 
che quefto cangiamento fia efpreflb da una fommato- 
ria di formola indefinita ; perchè fé tale variazione fot 
fé efprefla da una fommatoria di formola differenzia- 
le definita, efeguita attualmente la fomma, conterrà 
quefta foltanto le variazioni intorno al punto B dove 
è X zz ^ , ne perciò la formola della variazione potrà 
avere relazione colla natura della Curva A MB; fc 
dunque la formola della variazione dee eifere una 

fom- 
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fommatorìa di forroola differenziale indefinita ^bìfogne* 
là neceflariamente > che la formola del maffimo e del 
minimo fia (imilmente una fommatoria di formola dif« 
ferenzìale indefinita • 

III. Non oftante la differenza grande che paffa 
fra i maifimi ed i minimi di cui parliamo » ed i maf* 
fimi e minimi da noi altrove confiderai! ; quefti per 
altro con quelli convengono ir> ciò > che tanto quel* 
li quanto quedi non fofKono minima alterazione , ben- 
ché fi induca negli elementi una variazione ìnfinitefi- 
ma , perchè tale proprietà difcende immediatamente 
dalla natura del maifimi e minimi ; imperciocché pò* 
fio V quantità fluente , fé quella viene mailima » il di 
lei differenziale dovrà in feguito cangiarfi. da pofitivo 
in negativo, onde nel punto del maffimo farà il pre« 
detto differenziale =e>; fé adunque fi difegni la va* 
riazione di V col fegno ^ farà $Vz=z o > dove Fé maf- 
fima o minima; mi fervo del fegno i e non dy per- 
chè quelle variazioni fono del genere da noi confide- 
raté nel Capo precedente. Potendofi quella verità de- 
durre dalli ileffi principii, dai quali fi dedulfe perimaf- 
fimi e minimi altrove confiderati) non mi dilungherò 
più oltre intorno ad elfa. 

IV. Sembrandomi di avere premelfo quanto é 
neceflario per V intelligenza , e per la rifoluzione dei 
Problemi che ci accingiamo a trattare ; fia data in^ 
primo luogo una formola Vznfiz dx^^ fia tt una fun- 
zione di X ) ed j) fi cerca una Q|irva , in cui air a- 
fcilfa x=: /i fia F'un maffimo , o un minimo. Dovrà 
effere adunque ^Vz=z $fit d xzziOy numero preceden-, 
te; ma abbiamo ^ fi: d xzrzfH dx^y <+- H' ^j^ 
H''//5'j&c. num. 9. Gap. 11. in fuppofizione che va- 
llino foltanto le y > come fupponiamo per maggior 
chiarezza e brevità; dunque dovrà eflere fHdx^y 
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-Hfr^^4-H"'*J&c. =d, pofto ora diTi=zMd9t 
éJ^^Kdy^Pdf+ Qd q &c. , non contenendo ir che 
le fole variabili x,^fenza difFerenziali^ faranno ^ìQ^ 
&c. eguali a zero ; dunque H' » H" dee. funzioni di 
P , Q&LQ. faranno nulle ; ed in H vi fi conterrà la 
fola N , emendo efclufa la M » perchè fi fuppone x 
invariata; avremo per tanto fKdx^yzno; quefta 
equazione fi à da verificare qualunque fieno le varia* 
lioni indotte nelle y ) le quali fono del tutto arbitra- 
rie ) ed indipendenti V una dair altra ; dunque non fi 
potrà mai verificare quefta equazione , fé non fia N=:o 
in tutti gli elementi dell' maflimo o del minimo ap« 
partenenti agii elementi dell' afcifla principiaiido da 
x-rzo fino ad x = 4 ; dunque bifognerà che per tutti 
gli elementi dell' afciifa fia N = (? ; eifendo per tanto 
K data per x e per y , K difegnerà la Curva cerca- 
ta . Ifempio fia Vzzzfi 5 a»x*j— i j #11x^4.5 a»y — if^dn 
farà ^ = 1 5 ^* X» j — 15 tfJ X7H-5 à^y^ — ? j^ ; fi diffe- 
renzi! quefta formola in fuppofizione della fola y flu* 
ente, e fi avrà N : 15 = a*x* — n' xH- a» j» — y^ = o> e- 
quazione della Curva cercata • Comecckè quefta equa- 
ztone è divifibile in due fattori ax—yyzizoy td ax 
•+• J J — 44=0; perciò due fono le Curve foddisfa- 
centi al Problema che fono appunto due Parabole « fii- 
fogna ora determinare fé la f^ nelle noftre Curve fia 
un maifimo , o un minimo ; oiferv^ che cofa diviene 
la F quando fi prei^a x infinitamente piccola ; fer- 
vendomi della prima equazione ritrovo Kr=/ — 

to0}x dxJax\ adoperando poi b feconda ricavo 
K=/aa5Ìx; alla liaea dell' afcifle riferifco ora uà* 
altra linea dlverfa dalle noftre parabole ^ per efempio 
una linea retta • che coincida colla ftefla linea delle 
afcilTc ) in cui per coafcgucnza iy:=zoi foftituitoque^ 
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ilo ralore dì y nella forinola Ffarà V:ì:zfo d xzrzo; 

dunque /— io a^ xd M\/ax eflendo minore di fodx 
non potrà eflere un manimo , perchè vi è una linea 
riferita alla ftefla linea delle afcifib) in cui Fé mag- 
giore dell' F nella Parabola , ed in confeguenza la F 
nella prima Parabola farà un minimo • Per la feconda^ 
Parabola poi eflendo fia^ d x maggiore di fodxynon 
potrà ^eflere un minimo; dunque farà un maflfimo; 
con queft' artifìcio non farà difficile afficurarfi nei ca(i 
narticolari fé V (ia maflima o minima . 

V. Pofta dyzzzpdxy ddy ^a^qd x* ^ d^y— rd x^ 
&c. fia TT una funzione di x ^y ^py q^ r &c. , fi do- 
manda la curva ^ in cui (ìa Fzuf^dxun maflìmo^o 
un minimo . Si diffetenzii 9r fupponendo fluenti y ) 
pyq^r &c.;onde fia ditzizKdy-^Pd p^^ Od q-\^ 

RdrScc. e pongafi ^"^ J^+y^^T"— ^^' 

r-FTS R= H 'S farà num. 9. Gap ii. , ^F=fHuix^y 
^H'^y-^ H' diy+ It'' d^ ^y . Ora <juefta varia- 
sione per la natura dei maffimi e dei minimi dee e(« 
fere eguale a zero ; e comecché le variazioni dei* 
le y ouia le fy fono dei tutto indipendenti , e slega- 
te fra loro , comecché affatto arbitrarie ) non potrà 
eflere generalmente ^F=0) fé non fia feparatamen- 
tefHdx^y=^y IT^y = QyH'd^y=zOyH'''ddSy 
z:z,o\ anzi fé nella fommatoria la H non fia eguale a 
xero , come fi è moftrato nel numero precedente, dun« 

d'P 
«uè avremo nel prefente cafo tf = H=:N— .-j j- 

d^O d^R ^^ 

-7-?'^T--r &c. ; fimilmente avremo =H' = P 

^ X* d x^ 
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d Q ddK ^ ^, ^ dK ^ 







dx dx^ ^^ dx 

H" z=zR . V equazione H-zzo -cfprime la natura^ 
della Curva cercata; perchè dee eflere H = in tutti 
gii elementi della variazione corrifpondenti a tatti gli 
elrmenti dell' afciflk principiando da x = o , fino che 
X giunga a un dato valore perefempio =ii; al con- 
trario vi la cola nelle equazioni H' = a ^ H" zzo ^ 
H''' zzo ; quefte equazioni appartengono ai punti e- 
ftremi della Curvale col di loro mezzo fi determina* 
no alcune proprietà che deono convenire in tali punti 
alla Curva cercata • Un detagliato efame di quefte pro- 
prietà ci irebbe deviare dalla brevità propoftaci; per- 
tanto fupporremo in quelli punti le variazioni dille or- 
dinate eguali a zero, giacché fono arbitrarie, potendo 
chi defidera penetrare in^ firn ili receffi confultare il 
Signor La Grange, Euler , ed altri , i quali anno con 
fublimità trattata quefta materia. Efempio primo. Si 

cerchi una Curva in cui polla pzz^ùzf ^ v ^^jj 

^* . ^x 

nn minimo; facendo il confronto colla formola Vzz 

f'Kdx ^ (ara ir = ^ '"^/^ j onde fuppofta coAzatt^ 

Xydxùixkdir=Kdy+Pdf+QJqCLC;zz ,1Ì!L-^ 

^x — xff 

dunque farà N::^o, Fzz ^ ^ QjzzOyKzzo 

etc. ; Ma dee cflere nel cafo del minimo H = N — 

dP d^ O 

-T — •+*-r—^etc«=zp; dunque faràD 

dx dx^ ^ 



eper- 
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e perciò ^ = ^ ; -4= e la coftante , che 

fi dee aggiungere neir integrazione ; e quadrando fa- 
rà ppaz:zx+xfpi onde f :=: j^ := -^==: , ed 

.j :rzf ^^^ 4- * > equazione alla Cicloide . Se ri- 

y/ (T — X _ 

fletteremo gflere/ Ji — = / 



I I I 






^ex — xx -t- /• * ■ — ; e fé rifletteremo in- 

^« X— X X 



-.4 X 



oltre cffere / * un arco di cerchio >U cui xag- 

^c X - X X 

gio è i*- , ed il feno y/ $x—xx , farà j=— y/c x—xx 

2 

4- ^ 4- ^ , chiamato T arco predet to = (p . S e fi co- 
glia J= 0, dove è x=<> , farà V ^^ — ^^ =^; ^-^ 
perciò = o; dunque avreino*=o, e 1* equazione 

dovrà effere j = ^ — V^^ — ^^' ^^ ^ voglia inol- 
tre che la cicloide paffi per 4in altro dato punto, v». 
le a dire fé fi voglia y =Lm ^ dove fia x = « , avremo 

r equazione w=q> — \/i^« — "») e comecché qp è 
dato trafceadentcmente per il feno , fi potrà dctermi- 

Bare ttafceDdentemente e per w » ed » . EiTendo ^ 

Vy z = 



fa>^ 
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/TT — 

x=z — Jl^ ■ ; fatta dy rzo farà y/x ^o; dunque do- 

ve x = o la Curva tocca la linea delle afciife. Dati 
per tanto due punti fapremo determinare la Cicloide^ 

€ fituarla in maniera fra i punti dati , che fia /— :=r 
un minimo • \/ x 

VI. Efempio fecondo . Fra le Curve della ftcflL* 
lunghezza ) che congiungono due punti di una retta.» 
= m ritrovare quella Curva y in cui fia maffima V a- 
rea comprefa fra la retta data e la Curva • Un dei 
detti punti fi prenda per principio delle afciflV> 
= X prefe fepra la retta fteifa . Comecché abbia« 

ino r element o della Curva Jfz^y/dx^+dy^ = 

d xy/ l'+'p py fatta cioè f d xzzidy ; farà tutta la^ 

lunghezza della Curva efpreifa per //^xy/ 14-pp ; e 
comecché quefta fommatoria è coAante > farà la h^^ 
variazione zno; fimilmente eflendo T arca efpreffa gc^ 
neralmente p^t fydx ^ e dovendo quefta elTere un^ 
maflimo farà lafua variazione eguale a zero] ficchè dun- 
que avremo nel cafo prefente $fy 1/ x+ ifdx^i +pp 
=: ; riguardo alla prima fommatoria fatto il confron* 
to colla formola generale /tt/Zx, farà n=y e dizzzz 
^dy^Pd.p^^Qjtq:rzdy; onde avremo Nm^ 



^ = ^ ) J2j= etc. ; in riguardo poi alla feconda fom- 
matoria farà lT^=:^i^pp^ed'n:=:f(fdy'^P'dpttc.=: 

— ^' — /dunque farà N =(?, P'= ^ ■ , Q^y 



jR* etc. faranno tutti eguali a zero* Ma nel cafo pre- 
dente <iee efferc N— H+^L^etc.^-N^—i^^ 

4 X dx^ d X 
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^ fil ... - 



: etc = ; dunque nel cafo prefente farà N — 

- — = 0, cioè I — . d J ■ —oy e perchè dx 

^^ dx^ 1 +PP 

è coftaote farà dxizid ■ ed integrando farà 

X 2= ■■ ^ + /i, da cui fi ricava p=: -^ = 

5 e perciò integrando iarà finalmente 



}/,_(;?z:^* 



jrH-*= J/^i — ( X — a ; oflia irrjH-^ + x — // , 
equazione al circolo. Dovendo il circolo paflareper 
r eftremità della retta dau , dove è xzzzo ^ bifogne- 
r à che ivi fia ancora j = o; e perciò avremo b-m 

^ i — aa't dovendo inoltre paffare il circolo per P al« 
tra eftremità della retU) vale a dire dove è x=:i«) 
farà in tal luogo fimilmente j =: ; onde avremo 

I =i*^/i^4-fffm«-*2intf + 10 /y« cioè azzi- — ^eper- 



ciò b = yi ; dunque le due coftanti fonoda- 

4 
te pel raggio = i , e per w.Il raggio del circolo ^:r:i 

è indeterminato ; ma eflfendo data la corda > e la lun« 

ghezza dell* arco fi faprà trafcendentemente ritrovare 

U raggio conveniente. 



CA- 
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C A P o XIII. 

DcJU Trajettoriè . 

I. ^nifogna rìfovvenirfi di ciocché fi è detto, nri li- 

Jl3 bro 2. Capo 7. num. g* cioè) che fé fì voglia 

prendere la difFerenzadi /^^/x» in cui ic data Caper 

X I ^ ) 'nella fuppofizione che varìi la fola ; 9 /ia tal 

differenza eguale a dgf—- . dx; della quale verità ivi 

d£ 

fi promife di recarne una folida dimoftrazione dopo eipòfta 

la dottrina delle variazioni • La dimoftrazione è fa feguen* 

terfatta a& =/7r /^ ac , farà dz zzzt: d x ; ci d z=:^it d m^ 

e per il num.^. Capo ii.^farà dizz:zÌ7c dx^efom* 

d'K À ^ 
inaodo farà fzrrzfS'itdx; ma abbiamo Ì7t:=, — r-^i 

d£ 

nei cafo che varii la fola ^ 9 e fi difegni per dg tal 
variazione; dunque farà Szz:zfd7cJ^.dx^oil&zd»zs^ 

dgfj-^.dx) come abbiamo aflerlto. V eQ>refliono 

~- difeena il differenziale <U ir nella fuppofizion«^ 

che in w varii la fola ^,e /^. dx difegna T inte^ 

graie prefo nella fuppofizione che varii la fola x « ^^ 
per tal motivo il fattore dg confidèrato come coftan* 
te fi è pofto fuori del fegno ; cofe che abbiamo altre 
volte notato , e che bifogna bene avvertire per non 
prendere equivoci» 
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II. Per venire alle Traiettorie fi concepìfca una 
ferie di curve erpreiTe per una fteflfa equazione ) in cui 
una retta , che è coftante mentre fi ftà in una Curva 
della ferie, vari! mentre fi fa paflaggio da uoaCurv^ 
in un' altra , come farebbe la ferie delle parabole a oc 
=J J > ^^ 9^^^^ nafcono fupponendo variabile iljpara-» 
metto a ; quefta ferie di curve venga fegata da un' al- 
tra Curva , per efempio da un circolo ^ ciò pofia le 
Traiettorie altro non fono che Curve , che fi coftrui» 
fcono mediante le quantità > che fi determinano coli jf 
fezione delle predette Curve . La retta che è toftante 
nella ftefla Curva, e che fi fuppone variabile mentre 
fi pafla da una Curva air altra fi chiama parametro • 
Sia ora una famiglia di Curve le cui a fciife comuni fia- 
no = X, ed il cui parametro fia =^; fi prenda in- 
oltre, in tutte una afciiTa coftante eguale a e ; fi cerr 
ca V equazione della Curva in cui le afciife fieoo g\ 
le ordinate poi fieno =S^//x;7r fi fuppone data per 
^) e per x, e la*fommatoria fi dee prendere in fup^ 
pofizione della fola x fluente^ ed in maniera che cor- 
xifponda alla afciifa pc=ic. Se Stt^x riceve integra 
zione algebraica , efe^uita attualmente V integrazione, 
e portavi e m vece di x, farà ^mdx offia Foj:dina- 
ta delia Curva cercata data algebraicame'ntc peVfa- 
icifla^;onde tal Curva farà algebxaica;fe poi5^^x 
non fi può ottenere algebraicamente , fi potrebbe fa- 
cilmente ottenere per una ferie data algebraicamente 
per ^ ed X , e porta x r= e la ferie fareU>e data alge- 
braicaneate ^fti g e.coftanti. JMa fé .fi vuo^ T eqna- 
zìone della nortra traiettoria in termini finiti , benché 
differenziale fia tale equazione ; allora con^rieoe opà^ 
rare nella maniera che fegue. Pongafi S'ndx-iiiz ,e 
ù cUfibceiMu oeUa fuppofizione obe vaiìi la foia g'% 

farà 
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farà d^:=z àgf—^ .ix; fc / — - . rf x flipende da-* 

ig a g 

fitdx in maniera che Ciz f j^.dxz^zQX^Kfitdx; 

in cui X fi da per X , ^ ; i^ed R folamente per g ; 
avremo dz z=: QJCdg^ Rdg/izdx ; ìnzè/icdx 
rzas; dunque farà dx»:= QJ^dg-^Rzdg equazione 
data per le fole variabili x,y g; perchè in vece di x 
fi dee porre e. 

d'K 

III. Se U f y^ . dx non fi pofla ridurre z/ndx^ 

dg 

M TT d 'K 

pongafi r— =^ ì e comecché abbiamo d Z'=idgfy^ . d x^ 
dg dg 

farà j- z^f(pdxi ^ diiFerentii quefta fommatoria la 

iiippofizione > che fluifca la fola g farà ^ _. ^ 

^£ 
dii> d(b 

igf jLdx ; fé adunque /jl- 4 X fi potrà ridurrci 

^ fitdx^ % fa^dx in maniera che fia/ J? .dx=: 

S 
QX'^Kf'Kdx-^Sfi^dx^ foflicuiro ;& in vece di 

fn dxy e ^ in vece óì ftfdx^ avremo i — - =^ 

QJC dg^ Rmdg^ (IS d e i andando avanti collo 

Ikeflb metodo it fì^dx non pofla ridurfi alle due 

antecedentii fi faccia la terxa differenziazione) e fé la 
lommacoria cha oc deriva fi pocra ridurre alle tre an« 

tec€« 
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teccdenti giungeremo all' equazione ^•j-^-t- — ^ "^S 

^Kzdg'^Sdx>'^Td---.Sc r operazione fi deb» 

di 



ba Seguitare innanzi troveremo d —-d^d-^ 

^S ^£ ^S 



QJi.dg'\'Kt,dg-^Sdz'^td-r- + Vd ^dj- > 

c cori in feguito. Le Q^>R, S,^, FTono datefem* 
pliMfnenCe per # e coftanti , la X poi è data per x 
e per £; dopo la redazione fi ponga e in luogo di x 
refterà X data foltanto per ^ e coftanti . Si efeguifca-* 
no ora nella predetta equazione le differenziazioni in* 
dicate nella fuppofizione di dg coftante farà O X J^ 

dg dg^ dgf-^ 

= , equazione generale per le Traiettorie . Efempio^ 
Centro C (Fyr. §9 ) e coir intervalli CA^CiATi 
deferivano i circoli A Dy z AzD y nelle tangenti dei 
quali fi caglino le porzioni A B y i A zB eguali alla 
coftante e ; fi conducano i ra^ggL C DB, C zDzB^c 
dai vertici A y z A Q, conducano le normali ai ràggi» 
cioè A E y z A zE y le quali fieno eguali agli archi 
A D j zAzD: fi cerca 1* equazione della Curva , che 
pafla per i punti Ey 2 £ • Se nella tangente fi prenda 
la variabile Xy V ateo in ciafcuna Curva fi eilprime^ 

a* d X 

tky per /-2^ — i-di^ , chiamando i raggi CAyCz A Agi 

adunque fé i medefimi sarchi AD y zÀzD fi chiami- 

lam» Ih X X no 



\ 



«■» 
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no = » , farà »=/-2-- , e dividendo per gg^ fa- 

jà — =/ ; fi prenda ora il differenziale di 

quefta equazione fupponendo coftante x , ^ x ) farà 
^ ^zzz'-^dgf'^^^^ ^ ■ ; quefta fommatoria dipen- 

de dalla prima) effendo ^ fJI—^— . =: — ^!! — ^ 

.^ JL /" : fé adunque in vece di / fi 

g^ gg+x'f \^ d xV'^'''' 

foftituifca —, farà <i i = __f=4: — ^-v^ »" «oè 

g£ £g g.gi-i-xx & 
gài,-^r%ig _ — xà g iiàg ^ gdz, — aJ g 

&' "g-IF^ ^' ' . ^ . 

= ' ^'"^^ » e moltiplicando per g farà ^"^"^ /^ 

g*gg + ^^ ^ 

= ^^, epoftax = rfarà, rf^=^Ì^, e- 
^^+xx ^ ^^-^-^^^ 

quazionc differenziale della noftra TrsLjettori^ • 

ly. Quando la ferie delle Curve venga fegata da. 
( ^ig- 90 ) una linea Curva , allora non fi può confi- 
derare x come coftante nella fiiàx ^t perciò fi dee 
.differenziare quefta fupponendo fluente la g^ t la-# 
X ; eccone un efempio • Collo fteifo vertice A » 
e coi diametri AB,AiB&c. =£ fi deferivano infiniti 
circoli; e centro A raggio A HzrzaCiSi defcritto H cir- 
colo H iC , fi cerca la Curva le cui afciffe fieno A B, 

AzB 



1 
\ 
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jf 1 B &c. =^ 3 le ordinate poi -rf jB , Ai E—zz . Si tiri- 
no le ordinate E D ^ i EiD ^ e prefe le afcifle x 
dair origine A gli archi AEy AzE verranno efpref* 

fi per / ■— j dunque avremo T equazione^ 

x = r )OUia — = /^ ^ comego 

Y^^x — XX £ Vs^ — ^^ 

che X non è coftante fi diiTerenzii V equazione ìiu 

fuppofizione di * , ^ , x fluente, farà d — = ■ ; 

£ \/f X — X X 

— rfx 
^dgf )prefacioè la differenza della 



i. 

'2 



lyfx.g^x 

tommatoria prima in fuppofizione della fola x fluen*. 

— rfx 
te j e dopo della fola g fluente ; la / è 

ay^x . f — X 
algebraica, ed eguale a — ^=rzz ; dunque avremo T «• 

£y/grhX _ 

^uazione i<l^=; -^ - _ ^ --.Pef toglie* 

re la x bisogna avvertire, che il quadrato DE tanto 
è eguale z gx-^xx^ quanto ad AE-^AD ,z:zaJi 
'^xxi dunque farà gxzzaa^ ed xzz — ,e dx:=si 

Xx z ^* 



\ 
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mi— — ^; foftituici queftì valori nell* equazione fa- 

equazione appartenente alla Traiettoria ricercata. 

V. Avvi una altra (pecic di Traiettorie , che na- 
fcono quando una ferie di Curve venga fegata da una 
Curva in maniera che data tt per ^ ed x Cisl /ttììx 
coftante , avvero eguale ad una funzione di x e g ; 
nel qùal cafo non fole fi può cercare V equazione^ 
d'ella Curva fecante , ma ancora delia Curva ^ le cui 
coordinate fieno x^ e ^. Si chiami pertanto =2^ la 
quantità che dee eguagliare/Trrfx, ondefia 2,=/7r ix, 
fi differenzi quefta equazione fugponendo fluente x, e 

g^t.ùxkdzr^'ndpc + ilgf—'dxi le fi può otte- 

nere afgebtàkftffiente quefta fommaCoria) ovvero fé fi 
può ridurre alia precedente ^ avremo una equaziontjr 
differenziale dei primo ordine &a ^^ ed x; in cafo 
poi contrario , fatta la divifìone per dg fi prendano 
di nuovo le differenze , e fé nafcje una fommatoria al- 
^ebraica o riducibile alle fuperiori ; fi otterx;à» una e- 
euazione dififerenzialc del Cccondo ordine^ e cosi in^ 

leguito . Quefta Curva dcfle^ coordinate x ^ g non dì- 
ticnde dalla pofizione delle Curve > che coftituifcono 
la ferie . La equazione poi della Curva fegante fi- ot- 
tiene coi metodi volgati data P equazione fra le co- 
ordinate X , ^ I e data la pofizione delle ^urve fe^- 
te. Veniamo air efempio. In una ferie di circoli fi 
taglino archi eguali) che chiama n^ cerco T equazio- 
ne della Curva , le di cui coordinate fieno i raggi y e 
ìp tangenti degli archi < Pref^ ^ ocUa tangente ^ e por 
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fio £ il raggio r arco viene efpreffo per /-11. j 

dunque farà a=,r^^^ ; oflia — =/ ^ , ■ ; 

fi prendano ora le differenze supponendo fluenti le x^ 

foromando attualmente giacché la fommatoria è alge* 
braica avremo 2=:à_-à, equazione rx- 

cercata . Se fi vojiUa poi V Equazione della Curva fe- 
gante i circoli , bilbgna avere riguardo alla' colFoca- 
z.Lone dei medefimi circoli • Siano per efemplo tali cir- 
coli concentrici, ed il centro comune fia C , ( Fig. ^i ) 
gli archi eguali fieno AEy zAzE^ le tangenti ìÌG, 
Z AiG y la Curva fegante £ > 2 £ ; fi chiami C Fzz:my 
MF.z:=^n\ i^k ggz=:mmr\.nn ; inoltre emendo x:g 

_ ^ ng H \/ m m *+- n f$ 
: : n: ìHi farà x = — = — u » t fatte B^r 

tanto le dovute foftituzioixi farà — a.d\f m m^^nn 
:z:zmdn^^ndtn, 

VI. Sono celebri ancora le- Traiettorie, ortogona- 
li,; é le Tirajettorie reciproche. Eccone una idea. Si 
cérca una Curva ( Fig. 92 )- la quale feghi ad angoli 
retti tutte le CuTve di una data fèrie • Una delie Cur- 
ve , che fi deono fcgare fia M N, la di cui equazio- 
ne contenga il parametro^ , cioè coftante nella ftcfla 
Curva, e^ variabile quando fi fa i! paifàggio da una in 
un* altea Curva. La Curva fé gante fia P'Qj, AB fia 
la linea delle afciffe , ed A fia 1' origine. Dal punto 
della iatexfecazioAe P fi cali T ordinata, oiiogonale y 

aifia^ 



?s* 
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cffia nomale D B cotnacc alla Ccgiti , ed alla fi^rt* 
te; fi chiami if B=x, BD:=j; prcfo P elemento 
B t cotwittco P ordinata ** , che fega M N in » , P 1^ 
10 i, e coudnco Dm parallela alle afcifie. L' ele- 
mento deir onUnata per riguardo alla Curva fcgsitk^ 
te t md che chiamo — dj; in riguardo poi alla fc* 

fita è m « che diiamo ij per dlilii^erlo. dall' altro, 
flcodo r angelo mDd tetto farà mmzDm-iDm : 

m d; danqae Sjidx:: dxi — ^/j; eperciò èj= 



jyiffcTent^ztz V equazione della Cnnra &gata in fiip* 
porzione di ^ co&inte fi ritrovi per xy e d x H va- 
lore di Jj, onde fia cjz=LMdx ; ma abbiamo d*j 



-£-^; dunque Ciri Af = ZI^. In M tanto fi ri- 
dj ' ^ ^J 

ttova il valore di x ed jr , quanto il valore di ^ ; C- 
limìnato quefto da M mediante V equazione della^ 
Cttva iégata » nafcerà 1' equazione differenziate della 
Curva fegante. In altra maniera fi ritrovi la fottan* 
{ente B T efprefla per x ed j non già per g col mez- 
zo dell* eqoazione della Curva fegata che fi fuppone 

data » quefta Ibtungente fi eguagli ad — ^LJL ,chc ò 

la formola della fimnormale della recante., e fi avg 
r equazione ricercata . Siano infiniu cucoli ADII 
( ^^- 9Ì ) ^cUo fteflb vertice Jl , ma di diveifi dia- 
metri -4 N = 2 ^ , e fi debba ritrovare una Curva-* » 
che gli fcgbi tutti ad ai-goli retti . V equazione de* 
cerchi è igx—xx=pyy fi differenzii quefta equa- 
zione pofta coftante^ uA gdx — xdxzi^j ^yiàxt' 

nuc^^^""^"^^ — tf J — — — i ma abbiamo 
J *^ dy '^_ 
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- ::^ ^iif — IjL ; dunque foftitucndo farà ^ — ^ ^ 

^ 2 X 2 

J — ± — X a j=x — y a X, e perciò rfj= . ^ ; 

.\2^ yj 

ed 'integrando y^zA , offia K^z=,Ay — yy j 

*/ 
equazione al circolo » che fi coftruifce nella maniera 
che fegue . Dal punto A al diametro AH d condu- 
ca la tangente A ii indefinita , in quefta fi tagli qua- 
lunque AB e fopra A B fi deferiva il circolo B D Ay, 
farà quefto il circolo ricercato . 

VII. Per venire alle Traiettorie reciproche la Cur- 
va ABC (^ Ftg. 94 ) fi aggiri intorno V alfe B R ^ e 
venga nella pofizione invcrfa D B E ; dipoi fi fuppon- 
^a che la curva D RE ù muova con moto parallela 
m maniera , che il punto B deferiva la retta £ K ; 
con tal moto venga per efempio il punto £ in O ^ e 
la Curva D BE nella fituazione FGH^c feghi ABC 
nel punio G ; ciò pofto fi cerca la natura della Cur« 
va dotata di tal proprietà , che T angolo CGH fia-. 
collante .. Quella Curva è quella che fi chiama Traiet- 
toria recìproca. La Curva CBAù riferifca alla linea 
• -delle afciffe 1 R L^ la quale tccia con BRI" ango- 
lo £ /f £ eguale all' angolo C B E . Dovendo eflcre 1* 
angolo CGH collante , farà eguale all' angolo C £ E; 
ica C.B E per l' identità della Curva è eguale a iC BR^ 
dunque C G H è eguale a 2 C fi I? . Si tagli B K=0 G, 
e fi conducano le KL ^Gl parallele z BR^ ^ facile 
dimoftrare pet T identità della Curva , che KL\ Gt 
difliano egualmente da £ A , e che 1 angolo ^ K L fia 
eguale air angolo l GO ; perchè prodotta / C talmen- 
te che concorra colla Curva £ J3 in D farà V arcò E D 

2sG0 
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zrzG Ot=zBK y e Cccome il moto della Curva ÌCÈQ. 
fi è fatto intorno a B K , cosi non potrà il punto X^ 
eiTcxe andato a cadere in D , fenia y che la retta K L 
fia a&data a cadere in una linea tirata per D parallela- 
mente a £ A ) e tale eflendo appunto D I dovrà K L . 
eflere andata a cadere in D I , onde 2C £ , e D / > of* 
fia Ci fono cquidiftanti da BK, e T angolo IGH 
z=:l DB è eguale z B K Ly aggiunto di comune 1* an- 

folo CG/, Tara BKI+ CG1 = CG H=:CjB-E. 
refi I/. li elementi eguali dell'' afci fifa i e condotte 
le ordinate /*, i£ ^c K m y£n parallele a C£ farà 1' 
angolo BK Lz=iK k m per adequazione; dunque K k r» 
^gGn farà eguale a CJ5£, per le cofe dimoftrate^ 
eguale a JSjR JEper coftruzione -zz.Klnz^zg hI-zzlC gn 
^gGtiy e perciò Kkm-izzGg n *, dunque l?m:i('m:: 

CuigHy e ICiff x^ii= iC 1» =^iff.<;fi.Siaper tan» 

tPÌli- = x,KL=;j, km=:dy'j RIzH'-^x yG Iz=:y\ 
Cnz=:df ^ L l=:Ii=:d Xy farà nella Traiettoria re- 
ciproca^ y^dj s=z^^dx^ . Pongali ij=: M d Xy dy^-rz 

Hdx y dovrà eflere M N = i > ed N=: -L ;M adun^» ^ 
que dee eflere tal funzione di x y che pollavi — x ia 

vece di X direnga K reciproca di M ; tal è M= , 

in cui jpofta — X in vece di x abbiamo N = 




4— AT 



reciproca di M ; dunque V equazione df ^zdx 



efi>rime una traiettoria reciproca ; e comecché qucfta 
equazione appartiene alla logaritmica ; dunque la lo- 
garitmica è aaa delle Traiettorie reciproche . La equa* 

zio- 
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xlone ifjrs ifx ■ à la condizione ricercata^ 

dunque è una Trajettofia^rectproca , appartenendo que*- 
ffa equazione alla ^Cicloide ordinaria fuppofte le coor* 
dinate ortogonali; quindi la Cicloide dovrà annove^ 
rarfi fra le Traiettorie reciproche )iediortogonali« 

cc A p o jciir. 

Del Calcolo dei differenziali fdrziali . 

I. r\A che i Filofofi hanaa intfapvefa la ricerca del- 
X^ le leggi ) che ^regolano il movimento dei cor* 
pi fleffibili , e 'fluidi ; 'hanno :altresì xomprefo la nccef- 
fità del Calcolo dei 'differenziali parziali • Non à mol* 
to per -altro > che gli Algebrifti fi fono in quello cl'er- 
citati; e perciò .fcarfe fono le fcoperte , ^che ne anno 
fatte} «ciò non oftante^non *vogliamo , che i noftri Gio- 
vani fieno ^affatto digiuni di un calcolo , clie per l' u* 
tilità % ampiezza , e Sublimità} fé gli altri non f uper» ^ 
certamente gli eguaglia • /d(b\ . 

IL Sia ({> una funzione di x> j; i x f --5^^ j difc* 

gna I come altre vòlte àUniasio .fletto ^ la 4ifficrenza^ 
di ^ nella fuppofizione > trhe varii la fola ^y^^yi.j^j 
denota la differenza di d^ nella Tuppofizione ^ che va:- 
rìì la fola 7 ; e comecché è d(p:=:,dx(j^ \ +• 

fio dijferenze parziali di (j) , che io chiamo Tnuttofto 

differenziali parziali 4i 4) ; giacché qucflcquantità fo^ 

Tom. !/• y y »• 
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no infiBÌtefime, e fegnatamente G dicono del primo oi- 
dinc , perchè efigono che «p fi differenzii una volta-, 
fol tanto . Comecché abbiamo pel calcolo dei dif-, 
ferénzialì ordinario d(^z=.pd x^qiy > dcnotandp 

f , q due fiinaìoni di m^ 3} quindi farà 1* = f j~ ì» 

qrz(^-^\oTiàefvq denotano formole che dipendono dai 

differenziali parziali del primo ordine, le quali in appref- 
fo faranno da noi chiamate /(rwo/è^ii differenziali parziialU 

III. La efpreffione ^ f^ ^ difegoa , che ( j| ^ 

6 ftato differenziato ia fupnofizione di x folamcnte va- 

/dd<b\, 
rìabile e divifo pcrdx ,- ficcome l' akra ( -~ jden©. 

ta,che f^\ fi è differenziato fupponendo variabUe 
la fola 3 e Jìvifo per dj. Quelle, altre. efpreffioni pò» 
flÌ±\ , (ii±\figmficano ia riguardò atla pri- 
ma , che f ^ "N è ftato differenziato apponendo flucn- 

te la j e divifo per rfj; fri xìguaido poi alta feconda, 
chcfi^S è flato differenziato fupponendo fluente U 
fola X t divifo per dx; onde t -j-^ J i \^dy*- / 

( ^^^ \ ( ^^^ \ fono formole dei differenziali 

\dxdi ì ' \ dydxj 

parziali del fecondo- ordine fpetranti alla funzione (^ ; 

ma è r jlilN = r^l^U.».Cap.7.n.2;dunqueal. 
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fa funzione tp apparterranno tre foimole dei differcn- 
zìali parziali dell' ordine fecondo 3 che ^^^^(-j'^P 

— ? ) . ( i- ^ : la prima nafcc differenziando 

dy^ ) \dxdyr ^ 

due volte ^ in fuppofizione della fola x fluente ) e di- 
videndo per 4/ x^; laieconda della fola ^ ^ e dividendo 
per dy^ ; la terza una volta fupponendo fluente la x , 
e P altra la v > e dividendo per d x dy^ o viceverfa . 

IV. Collo ftefib metodo xlinoftro , clie le formo** 
le dei differenziali parziali di (p <lel ordine terzo fie* 

I X ] ; la prima fi ottiene differenziando ^tre voi* 

\ dy^ / 

te nella fuppofizione della fola x fluente ; la feconda 
fupponendo fluente Ja fola y^ e poi due volte la fola 
^y la terza fupponendo fluente fa fola x, e poi due 
^^olte la fola y ; la quarta fupponendo fluente tre vol- 
te la Y ) e fòcendo le rifpettive divi^oni come fopra • Le 
formole dei differenziati parziali di ^ dei gradi Superiori 
al terzo non fono dalle cofe dette difficili a dedurfi . 

V. Suppongali ora (p funzione di tre variabili X) 
y^ x; farà 4/^zi:/i/x4*^i/j+ri^;&; e {>erciò p:£z 

(ft)"=(r:)-'=(r:)'-"-f""<'" 

formole dei cHfferenziaU parziali di primo "grado della 
funzione J) ; da ciafcuna di quefte nafcono tre fortoè* 
le dei differenziali parziali di Cp dell* ordine fecondo; 
e perciò nove fetnbrano che fienose formole dei dif- 
ferenziali parziali di q) del fecondo ordine; ina feri* 

\4Mdj/ \dyd^j \dxd%/ 
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derà come le formole deb differenziali parziali di gra* 
do. fecondo dì ^ fieno foltanto- fei ^ cioè ^.--X-J ,, 

{ ^Z—SL\ , Le formole dei diflEercnmU paraialidiì^ dclP' 

ordine terzo li trovano lo-j quelle di quarto i j > &c* ^^ 
condo la progreflione dei numeri-triangolari • Dalle cofe 
fTn qui * elpofte/ fi^ comprende: agevolmente.' come pofla 
riiblverfi il Problema :. data (f> funzione di qualunque 
numero^ di variàbili ,^ determinare i differenziali .pat- 
ziali di (p- di qualùnque^ ordine • 

Vl.Pcr concepire il Problema fpettantelà integrazione* 
delle' fòrmule dei differenziali parzialij difegni cp tioa fun- 
zione delle variabili X yy yZ^Stai fyq\r &c;- difegnino 
le formole dei differenziali parziali di 9 dell ordine pri- 
mo; j'V q' y r'> &C;: qiielle; dell* ordine fecondo &Ci,- 
e Ila propofta una equazione tra <p , x, y, ar Scci fpy q > r 
&c. ;'f\q% r'&c:&c;j;indi fi domandi di cfpdlere dal- 
la equazione- le J^', 9 y r &c;^' >f ' r^' &c. &c;; cioè tut-. 
te le formole dei* differenziali parziali in maniera che li 
abbia, una' equazione tra 9) x, j> z»6cc. e reftipercte^- 
determinata 4> per x , j , ^ &c. ; la quale faràttle che 
farà! verificare !»• equazione proppfta^ tra. le formole 
dtei. differenziali- parziali , e le: variabili (}>', x , j >>*&Cb ; 
queftà» domanda, appunto è quella che fi », quando fi 
richiede di integrare una- formola > che- involve v diffe- 
renziali parziali ..Quefto» problema, è T ìavcrfo di qucl- 
•lo dei precedenti numeri ; intomo a cui pochiffime CD-^ 
fé fono fin ora: ffate fcóperte dagli Analifti; delle qua- 
li 
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IT alcune foltanto brevemente ne addBrrenro per ini« 
ziare i Giovani in ^ueita nirova fpecie di Calcolo in- 
cominciando dalle cole più femplici. Sì cerca unaJi 
funzione dL due. vatiabili. x , y y che chiam^o ^ ^ la qua- 
le debba eflere tale che fia ( — ^ ) = a^ cfoè' pz=:a\ 

Per rifol vere quello Problema avverrò, che dovendo ef- 
fere dcp^zfd x 4- q iy , foftituenda in vece dì p il 
ilio valore: ^9 ficcome richiede lav< condi^tòne del Pro- 
blema y farai dcpz=:a d9C'^q.dy ; fi confideri adèflfo j 
come collante 5 onde Gidep zzza d x y integrando- fa- 
rà ^=iiix più la collante) la quale dovrà contenere 
ancora la^j^che fi è fuppofta collante; per là qual' 
cofa chiamata*^ qualunque, funzione arbitraria di y eoa- 

?[uefta efprefiione fiy -^ avremo^ c^ ^zra x -4-/: jr ;. ed in 
atti poftoj^j/'ij ili differenziale di /;j; avremo dif* 

ferenziando'i/(j) =r ad x -f- dyp : y ; ondè\p = T -? V 

= /?) come ir voleva » Abbiamo detto' , che la collan- 
te da aggiungerfi dee eflere qualunque funzione di j; 
intorno* a ciò conviene; fare: una rifteffione intereflan- 
te, cioè-chè non^folàmente quella funzione.dee efiere ar- 
bitrariaj:; ma inoltre non. dee offervare' alcuna legg^^ 
di continuità, vale adircdce eflere taleche pofli-é 
fuppprfi cangiare per tutto il tratto* che fluifce qp ; al- 
trimenti; fi indurrebbe in (p una. determinazione > ch^^ 
r impedirebbe di eflere V integrale ' complèto ricerca- 
to , cofà* che' nella- rilbluzione dei problemi? potrebbe 
indurre in paralogifmi; ed^in realtLfuppp{facHche/;jf 
iigfiifichii tanto le funzioni- di j continue rqu^n:tc>le^ 
difcontihue. dilferenziando avremo la llefla equazione 
differenziale; d.unque quando dal differenziale fi fa paf- 
fag^io all' integrale > dovendoti all' integrale dare tutta 

la 
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la cfteniicme poffibile , perciò la /: y 5 che fa i^fzJ 
di coftantC) dovrà comprendere fuaìiinque funziofif^ 
della y ) non folo continua > ma ancora non continua 
o difcontinua come iì Tuoi dire . E ciò Tempre fi in- 
tenda per tutto quello Capitolo quando fi aggiungono 
le coftanti. 

VIL Pofto { -7^ ^ =: J^ fi domanda una funzione 

^ dxJ 

di X 5 j , che chiamo dpy tale , che fia ^ = X ; X di- 
fegna qualunque funzione di x. Dovendo eflcre ^ ({)= 
pd X -\' qdy^ farà foftituendo X in vece ài p^ dcpz=: 
Xdx^q dy i e fuppofta y collante farà rf qp =: X dx^ 
onda integrando avremo (lp=:fXJx-^f:y. Convie- 
ne ricordarti , che /: y fi eftende alle funzioni di y con- 
tinue , e difcontìnuc altrimenti T integrale non fareb- 
be completo • 

Vili. Sia data una funzione di x^jy, che chiamo 
TT* cerco una funzione di x,j, che chiamo dp^ tale , 

che fia^= TT ; denotando al folito f la forraola ( -— J , 

Effcndo il(p-=zfdx-{-ldy ,farà d <p z=:'K dx^qdy; 
e'-confiderata la fola x come variabile , farà rf <p = 
Tt rf xr , ed integrando (^ ^fit d x +/; y. Si avverta 
che ogni volta che fi ritrova affetta dal fegno di Tom- 
ma una faniione di variabili col differeniiale di una ^ 
fi intende , che la fomma è ftata piefa in fuppofixio- 
ne , che fluifca foltanto la variabile , il di cui differen- 
ziale efifte fotto il fegno; altrimenti la fomma lareft- 
be irapoffibile : cosi /i x j * i jr , fignifica , che la foni- 
ma è ftata prefa fupponeado variabile la fola y , e per- 
ciò tal fomma farà x»y. Tornando al Problema^ dif- 

fercnsìo V integrale e trovo d <1»=S7C d te-^dyfd ^ ( j^) 

dyP 
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+ ^yf -y; chiamatido djf : y il differenziale Aìf:ys 
adunque farà fz=:7r come ù Voleva . Se fi. voglia fa- 
pere che cofa fia (-j^) ^9 wl preferite cafo;quc- 

fio eome è chiaro fi ritrova eguale/* : j4-/^ ^ (-y ) • 

IX. Difegnr 4) una funzione ignota di x^y^c fia 
9r una data funzicne ài y^ (p , fi cerca che cola fia (p 
cafo che fi debba verificare la feguente equazionep:=7r. 
Dovendo ciTere dcpzzzfdx-^qdyy (zrkdCpizri'Kdx 
+? rfj jcpofta al folito j, coflante , avremo d^=:7rdx^ 

onde = 43?Xk ed integrando /— -^ = ^^^f-Si ^^c* 

guita attualmente la /—Snella ipotefi che y fia co- 

fiante ; farà quefta fomma una funzione di (p > ^ ) la 
quale chiamata K^ farà K=ix ^f:y ;e perciò fi po- 
trà, mediante quefla ecpizzione ritrovare la funzione^» 
<ii ^. 5j eguale a q)« 

X. Denoti 7r una funzione data per x, (p fi dfcH 
manda cp funzione di x, j tale che fia p=7f. E(^ 
fendo d(p z=:fdx^qdy y foftituendo 7T per jt^', e fup- 
ponendo y coftante avremo d (p — ^ d xz:x o .Si inte- 
gri guefta equazione difFerenziàle per le regole volga- 
ri) giacché- abbiamo due variabili (p , x coi loro diffe* 
renzìali primis e 1' integrale fia K; farà pertanto 
-K=/: j . Eflendo K funzione di (p , x la equazione 
K =r:/:jr*ci darà (p per x, ^ , come fi voleva • 

.XL Sia TT una data funzione di x y y^ (p, edeb«r 
ba eKere />=7r , fi domanda Cp . Dovendo e (Ter e (][)=: 
p dx-^q dy y fuppofta coftante y^ farà- d(pz=zi:dx y e 
4Ì^-— Tri x = ; quefta equazione contenendo du^^ 
variabili coi loro, differenziali fi integri per le. regole/ 

or* 
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otdin^ic ) e. fi Otterrà un« funzione ài (p ^ ^Cy y ^ che 
chiamo K, onde avremo ÌTz^/.-j; col mezzo di que« 
da equazione fi potrà determinare (|pj>er x^ j come 
fi voleva* 

.XI|. rPaflb ora alle Iquazlohi che contengono dotf 
forinole. di .^iiTerenziali 4>/axziali . : Si «vpgUa.t}): funzione 



di X, j tale che fia (Ì5) =X^,), cidi che fia^zry, 

Eflendo d(p :zzfdx-^ qdy , farà.i/(J)=^, dx^dy^ 
e fetto.x-t-jf=:Ì5 farà d Cpz=.p dz ; »ed integrando 
^ =// rf* . iQuefta .ibmma . jion .è poflìbile /fé .non fia 

p funzione di jj; dunque avremo Cp =/: »:=/: x 4-j. 
Qualunque .funzione pertanto .^i x -f-j o .contìnua ^ o 

difcontinua foddisfà -al .Problema • :Pongafi 4 ( -5 ) rH 

* ( j^ ) =f r, e fi voglia ^ • TDovendo cflcre dcpzzzpdx 
^q^Ji .«4 eflendo per fuppofizione ap -♦-* f = f 5 f** 
rà j' rzLlI^i.; onde^(J)::=j>i/x-H ^ '^ ^^ dy:=z 

farà ^(|> = ~ dy^I^dz; « comecché 4- ^yèm- 
tegrabile ) per trovare (p bifogna che fia integrabile^ 

ancora ^— , il che non può fuccedere > Te non fia f 
.0 

funzione di x ; dunque .avremo m rr 52 ^j : k x«-^ j; 

denotando /: bx — ay qualunqve funzione o contìnua^ 
.• difcontinua* ^.,** 
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Xin.Slaf-^ = r; fi cerca la 4> fiiioìofìédi xjjr, 
<flie abbia ^uefta prerogativa . Dovendo ellére il q) = 
fdx-hqdy^ farà ep2=fpdx+f(idy=zfx^:pj—. 

^dp-^ydqi ed efl<»do pct ruftpofiùone .£=..— ) 

fiirà d> = > X + ~ —Jxdp —. — — V dunque dee pò- 
terfi integrare jjv — JL ^^j,. ^| che non potrà mai 

accadeire £e non fia x— «^ una funzione di^^ onde 

ft _ 

«el cafo noftro bifogna che iìajrx -- -^.dfz^zfip^ 

€ perciò avremo 4)=f ^^2^^f: f;f^ denota ^ualuo- 
•que funzione di ^ tanto contimia , quanto difcontinua* 
tct eliminare la f fi offervi che eir«ìdo/i~2., d^ 

-szf: j^ farà x •- -^ =;/' : f ; col mexco di quefti 

TP 
equazione fi potrà determinare f per x^ y; Ih cò& 

però non è generale 3 perchè /"r^ denotando ancora 

una funzione di p difcontinua , tion fi potrà perciò et 

Ìirimere f pec x, jf con una formoU analitica gen tra* 
e . Nel ^«fo poi particdaTe , in cui il Problema ri- 
chieda j che /:;> fia del genere delle continue , allo- 
Ta fi potrà beniifimo col mezzo delta equazione x 

^=f:f ritrovar* il valore di f per x^j; U quale 
?&«• Ih Z z fo. 
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foftituito nella equazione 4) =^ x H- i— /ridarà * 

f 

funzione di Xyy. Alle volte il Problema richiede che 
/: f iia continua per un c^rto tratto i ìndi fi cangi ìm 
altra 5 che legniti poi ad eflere continua per altro trat- 
to i nei quali cafi fi faprà fempre ritrovare p per x , 
y ; la quale p per un tratto avrà un valore > e per V 
altro tratto ne avrà un altro; quindi (p per un tratto 
farà una funzione determinata di x ^ j > e per altro 
tratto farà un^ altra . Dalle quali cofe fi ricava > che 
V integrale completo della noftra equazione necefla- 
riamente debba contenerfi in due equazioni ; cioè cp = 

/X-+-— — f't^ ^ — -^zzif ip.Shq eguale aduna 

funzione data di ^ ; fi domanda (p per x y j . Ponga fi 
dq=:ripy farà r funzione data di p; e comeccliè 
abbiamo dt^zzz pdx^g dy ; farà qp =//> d x -f-/? dy 

=P^'^^y—fx^t'\'y^^=t^'^qy—fdp.oc+yr; 
quefta fomma non è poiIibile> fé non fia x^yriMr 
zione di p ; dunque tal (bmraa farà f:p'y e perciò (p 
z=zp X + ([y — f:p; ed inoltre farà jprf = x-4-jf r; 
difegnando per /" : |^ il differenziale di /: p divifo per 
dp : ancora q^ui P integrale comphto non fi può ave- 
re fé non fé ra due equazioni « . 

XIV. Rivolgiamoci a qualche cafo 5 in cui la fot- 
mola differenziale contenga le formole di differenzia- 
li parziali deir ordine fecondo.. Si voglia (|> tale^ che 

fia rl^)~M(^)4.N; Af, N denotano fttn- 
^ix*^ ^dx^ 

»ioi|i di X| j date» Si ponga ( j^)=»>Éirji(j;jr ) 
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r;: ( — > ) ; onde per la equazione di fappofitrone avremo 

i-r^ )=:M25r4.N; fi x:onfideri ora come variabile la 

^ djc ^ 

fola x , farà izrrrfxf^— ■), cioè in ^tiefta fuppofi* 

^dx^ 

zione il difierenziale parziale diventa totale ^ e perciò 

-r- = / -r- ") ; onde foftituendo avremo — -=sAJx-f-Nj 
dx ^dx^ dx .. 

offia dz:nl4%dX'^ìi dx;qtxeStsL cquazioiiie fì fa in* 
tegrare coi metodr volgari; fia K T iniegrale; avre- 
mo Kz=if:y; X icontiene x ^jyz^ ;ondc fi potrà deter« 

minare z per Xyjj ma è «= /-3l ); dunque iuppo- 

fta y collante farà z ^xrrr ddp; onde (ip:=z/z dx^ 
F:j . Quello integrale ^ completo giacché contiene^ 
due funzioni arbitrarie di y . Se poi Af ,K iieno fun<> 
zicni date di tre variabili ^ ^ x ^ j ; Si offervi , ^che 

polla j collante farà l^)z=iÌ4^;c(^)àÌìi 

^ dx^ f ÀX^ ' ^ÀX^ dx^ 

onde la eqiKKzlote di fuppofizione A converte iii^ 

- > a =-3 — i+N, r integrazione di quella foimo-* 

la appartiene alla integrazione delle formole ordina- 
rie i foltanto fi avverta di aggiungere » in "vece del* 
le coftanti^ due fanzioni di y arbitrane ,« che figni-» 
fichino ancora funzioni difcotitinue . 'Con iqoefto mete» 
do fi poflbno ridurre alla integcazione delle fonnole*/ 
differenziali ordinarie , tutte ie integrazioni delle for- 
mole di qualunque ordine <:he contengono le variabili 

^ ^ X >j; purché 1 differenziali parziali «ena (^)i 

Zzz '^'^ 
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^^J?) , (^t^^ 8cc. cioè Geno femore prtrimfìifpoS'^ 
^ioQA della fola ^^(ciocchè fi dice della Xypnò dirfi della j;)^ 
imperciocché fuppofta t coftante farà ( — ì = -J? : 

C^..^^=^< &c.; onde foftltuendo dlfFeienziali ordi*^ 
dx^J dx* 

utrii in vece dei differenziali parziali , fi otterrà una* 
formola differenziale tra (jp% x, e loro dtf&renziaii ). 
onde fe quefta fi potrà integrare^ avremo una equa- 
zione fra <py Xyy^ per mezzo di etri farà data (]:> per 
^y y* Bifo^na però ricordarfi di aggiungere in ogni io** 
tegrazione una funzione arbitraria di y . 

XV* La cofa per altro non va cosi felicemente 
quando la formola delle difEerenze parziali contiene le 

P integrazione della formola, ( -j— ) = (—?) ben- 
ché fia queft? fempliciilima è fommamente difficile ad 
otteneifi .. Prima per altro di lafciare il prefente faggia 
del Calcolo dei differenziali parziali y mi fia lecito di^ 

fccwrerc della formola ( til )=aa ( ^— ) cele- 

^ dy^ i- ^ dx* ^ 

brc si- perckè eflà ferve al celebre problema meccani- 
co delle corde vibranti ^ sì- perchè ella è. deipU) che 
à datO'Origme a quella nuovo Calcolo • Il Sig* d'A>* 
lembert fi^il primo, che integrò* felicemente la efpo- 
fia equazione nella maniera , che fegue • Dovendo eA 
fere (p funzione é\ Xyy benché i^ota^. farà dd^^iz 
fdx^qdy^eàìno\txedf^=:rdx'+'sdff cdq:=iud9C 

H-^rfji ma abbiamo x=ii ^perchè (jj^) =(5^) > 
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dunque farà iqz^sdx^t dy\^\ moltiplichi la equa- 
zione d f=:rd x-^-sity per a; € così moltiplicata fi 
aggiunga air altra dqz=: sdx^t dy^iUSilcexk adf^ 

iq = "^r-h-T . dx^ ady ^ perchè per fuppofixione ab- 
biamo ( -— -? ^-rzitai -r— ) > cioè /=: 4t /i r; ora è 
^ dy^ ^ ^ dx* ^ 

hnpoflibile) che il fecondo membro di detta equazio- 
ne Ha integrabile ^ fé a r^s non £a funzione di :v+/tjyi 
dal che ne nafce che ancora ap^q dovrà eflere u* 
na funzione di X'+^ay. Siccome o fatto la moltipli- 
cazione per a^ cosi poflb farla per — ir ; nel qual ca- 
fo ritrovo q — ap eguale aduna funzione dix — ay. 

Sarà pertanto q^ap=: z af: x^ay ;q — ap-zniaF: 



X — ay ^ e fommando queftc d ue equazioni ritrovo 
q=Laf: x+^jf-4-/i F: x — ay ; e fottraendo la fe- 
conda dalla prima ritrovo p^=f:x+ ay — F.-x^-ay; 
foftituéndo i valori di ;7,^ nella equazione d(bz=:pdx 



'^ qdyy avremo dCpziz dx^ady.f: x -+* a y — 
( d X — a dy . F : x — a y ; onde integrando farà (p =: 
/^ : X 4- 4 j -f- F\' X — ay ; quelle funzioni qualunque 



di x-f-^jf j e X — aydeono comprendere ancora le 
difcontinue^ acciò P integrale (ia completo. In altra 
maniera è flato rifoluto Io ftcflb Problema . Si è finto 

fuppofizione fi ricava ( --^^^zzaaf ^ )yt( ^ ) 

^ dy ^ ^ dx ^ ^ dx ^ 



_^ f dcp . fd(p 



dunque foftituendo farà, dwz^i J^) dx-^a a[^\ dy: 

^ d t ^ ^dx^ 
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abbiamo ancora dc^z=:dx(^ -^ )'^^y { j) * ^^^' 
fta moltiplicata per a fi allun ga alla precedente ; a > 

r integratone del fecondo membro di quefta equazione 
non può fuccedere Ce non fia 4 ( t^ ) + ( 5^ fiinzio^ 

ne di x^ay; dunoue ancora 1^ integrale , e per 
confeguenza M+tf^ farà funzione di x + ^j ; collo 
ftcflb metodo fi ritrova — a^ funzione dix — ay ^ 
( cioè moltiplicando per -^^m la equazione moUipUca- 
ta per .4 j ed in feguito operando come fopra ) ; ond e 

avremo«-+-4^rs/: x-+-aj, II— »4^^=F^ X — ay 9 
fottraendo nuefta equazione dalla prima fi ritrova (p e- 
guale a qualunc[ue tunziope óix-^éy y meno un'altra 
qualunque funzione dix — ay ; come fopra ^ Si oflervi 
ancora la feguente foluzione > -giacché trattandofi di un 
calcolo nuovo è bene vedere •» con qual arte gli Ana* 
lifti fi difimpegnino nelle drcoftanze > per poterli imi* 

tare . Si finga (j^)=*(j^) faràpcrunro 

:= ( ■ ) ; quefta cqaavone è idendca colla pn>« 

pofta fé fia ^ r= #1 o ^ rr^ m ; dan^e a qncfta equa- 
zione di (ccondo grado foddis£uino le due di pn- 

mo 



CAPO X 1 r. .3^7 

mecche è d(p=:Xp^)dx-^.(^^)drJ^rki<^ 

dunque acciò fucceda la: integrazione di quefti due di& 
ferenziali particolari, bifogna. che -? fia. funzione di; 

x^ ay pel primo, e di x — ay pel. fecondo ; ònde^ 
V integrale, completo cp pure f arà una funzione di x^- ay 

più una funzione di X — ay . Il Signor Eulero- rifolve 

in altra maniera.il predetto Problema ;^ il metodo che 

egli adopra benché alquanto proliflb , è per altro di 

maggiore fecondità.. La. brevità; propoftacLnon permet* 
te di efporlo • 

XVI. La legge delle vibrazioni degli elaftri dipen- 
de dalla integrazione di.quefta formola. f ^)=:aa: 

( —i j ; a quella equazione di quarto- gradò foddis-* 
fannoduedelfecondoC.£Ì5')=^( 1^*), (Hi V 

V <;j* / ^ dx^ ^ dy ) 

= — * ( v~ ) '■ imperciocché- differenziate quefte re- 

ftituifcono quella j fi vedi ciò in^ riguardo^ alla pri- 
ma delle due. Si differenzino* ambo i membri della, 
equazione due volte, ia fupppfizione della fola j fluen- 
te farà (^) = /t( -^^1~ 

fa equazione in fuppofizione della fola x fluente , ed. 

avre- 
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= ( 37T; )'■«'""'* 77ri5=;?j7=' "•"'* 

^dydxdy^ ^dy^dx^' ^ dj 

dd(h ddt, ddzf d^ (p . 

mo ^'-rr — rz ■ zs ■ : dunque/ 

djdxdy dydx dxdy dxdy* 

^ ju ^z=:4*( —^ ) • Xe forinole di fecondo grado» 

che foddisfanno a quefta di quarto , benché fcmplici/fi« 
me non fi fanno ancora genecalroente integrare « 

CAPO XV. 

DtUa integrazione delle formale y che contengno 

differenze finite . 

I» XTEI Oapo primo di quello Libro fi è infcgnata 
I]N la maniera di prendere le differenze finite di 
qualunque- funzione data per qualunque numero di 
variabili ^ ^y y » &c. ; prelentemente diremo qualche 
cofa della integrazione delle formole » che contengo- 
no differenze finite • Il metodo ^ che nel citato capo 
efpofemo per prendere le differenze di tp^ non ptefup- 
pone le differenze finite ovvero infiaitefime 9 ma ab« 
braccia si le une che le altre ; onde in d<lp potrò 
lenza contraddizione $ e fenza timore di cangiare 1' 
integrale della formola ^C^ fupporre i ^x^^y^ cT^s 
etc. infinitefimi ; e perciò trafcurati i termini ^ che 
diventano infinitefimi in paragone degli altri | verrà 
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pet tale fuppoihlooe i(b—d<p. Per la qù||l cofa Ce^ 
noi fappiamo integrare dCp^ (apremo altresì integrare 
il ^ <p, giacché tanto il ^(p in fuppofizione diij'x,^^ 
&c. , quanto il ^qp in fuppofnione di 4x y dy &c, 
proviene femprr dalla fiella ibrmola Cp . Sia per efem* 
pio 5'a)~^<rj-hj^>^-h^^4'j;fi fuRpongano i $yt 
$ K infinitefimi, farà <i^Cpz=idi^z:zxdy'^yd x ; Onde 
integrando avrerto / J" ìp xai/a Opz=.xy^A; ed ìil^ 
fatti pofto X ^- 5" X 5 jf + J'ji in <p in vece di x ^ jr fi 
otterrà d" (}) = x$y+y ^ x^^Xi^y . 

Ut Quanto abbiamo aflèrlto nei numero preceden* 
te non è generalmente vero; perchè alle rotte può 
accadere , che ^(p (ia integrabile , e non già il ^cpi 
così fé abbiafi a^(p=:x ^jH-jd^x-f- iiT-xd^j , il dif- 
ferenziale d(p corrifpondente farà xdy^yJx^ JI qua- 
le benché abbia per integrale xjr y^uefk> per altro non 
può eflère integrale di 'iq>; imperciocché poflo in xy 
m vece di x, if le :x-Hf x,jf4- ^y non .li potrà giam- 
mai ottenere é^=:x^y^^y^x + zSxi^y ; laonde 
acciocché la propofizione fia generalmente vera dee 
effere contenuta in quelli termini , cioè : ogni qual 
volta che d" (p fia integrabile lo farà altresì iLi/4>xor« 
rifpondente 9 '^d ambedue V integrali faranno identici; 
ma non ogni nròlta^ xhe dcp è Integràbile ^ lo faiàah* 
Cora f ()>; e la ragione ii è che quantunque il d(p cor* 
riipondente al ^ (p abbia le condizioni neceifarie pec 
cfllere tun vero e teale 'differenziai e^ xiò. non ottante 
il fcp z motivo dei termini ^i più che contiene può 
snancave delle condizioni oeceflarie alla integrazione ) 
come fi ^uò oflervare neir ««fempio di fopra. Adun- 
que ^ropòfta ^a integrare '^ (p formola a difficrenze fi- 
nite 9 fi fuppor^a le differenze bielle variabili infinite- 
fime ) onde «3" qp divenga Mcp^ di poi fi efamini fé i (p 
fia intq;ribile« ed in cafo che lo fia ) fi ritrovi^ fé i 
il^tfL IL A a a me- 



570 LI È R 1 lì. 

mètodi noti lo permettono , 1* integrale ; da cui prc- 
f^ le differenze finite 5 fé quefte reftituifcono la for- 
inola propofta ^Cp farà qucfta integrabile , e farà no- 
to il fuo intesale , altrimenti non farà ^ cp integrabi- 
le . Si abbia da integrare la formola fopra efpofta j^ <p 
sixfy -+-jjf fx^ii'xi'y; fi cangino le diiFerenze 
hi differenziali , onde fia 9 <pzr:d(p:=ix dy -f- j d x ; 
auefto differenziale à le condizioni neceffarie per e& 
icre integrabile; ed il fuo integrale è (prrxj-f--^} 
fi prendano ora le differenze finite di quefta formola ^ 
e fi avrà $(^z=,x' $y -Hj J" x -H^ x Jjf , e paragona- 
ta quefta colla propofta fi trovano effe dìvetCe ; dun- 
que fi dee cónchiudere ) che la propofta non è di Tua 
natura integrabile ; al contrario fé fi abbia la formo- 
la a differenze finite J" (|p = 2 x ^ x-^ S^ x^ y cangiando 
i S in d farà ^^z=:dCp=:z x d x^ ed integrando fa- 
xa (pzrzx x-^ Ai fi prendano ora le di^renze fi- 
nite di xx^A^ nafcerà ^q)=: 2 xJ'x-H J*x*; che 
è appunto la differtnza propofta ^ il cui integrale è 

xx4--^» 

III. II metodo qui fopra indicato per integrare le 

formole a differenze finite à luogo foltanto quando le 
differenze finite fono arbitrarie 5 ne fono filiate me- 
diante qualche ipotefi ; ma fé d'x fia fiffatacon qual- 
che fuppofizione per cfempio fé fia cTx eguale ad u- 
na coftante j ovvero ad x^ o a qualche funzione dì x, 
allora il Problema dee effere concepito in quefti ter- 
mini : Data una funzione qualunque di x che chiamo 
f 5 fé ne cerca un* altra che chiamo S tale, che po- 
nendo in S ) X più una data funzione di x , in luogo 
della X nafca la di lei differenza eguale a t : in que- 
fto cafo refta difficiliflimo ritrovare T integrale dellt^ 
formole a differenze finite; ne io ò fin ora incontra- 
to Autori , che fi fieno accinti alla foluzione generale 

^ di 
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di quefto Problema . Per dilucidazione di quella^ 
materia difcorreiò della ipotefi in cui fi ftabilìfce ^x 
= — I I la quale ^ ftrettamen^ congiunta col problc- 
ma di trovare la romma delle; feTic. dato il termine^ 
generale. Sia"^ dunque / una foniione di x^ la quale fia 
nata da un' altra prendendo la differenza di quefta^ 
neir ipotefi di ^ x = — i > e fi cerchi T integrale di 
/; fia qiiefto eguale ad S . Se fi ponga in S , x — i in vece 
di X 5 nafca j j dovrà eflcre s — 5 = 9 S=z f, e perciò fa* 

rà S = S f ; il ^egno S indica 1^ integrale di differen- 
ze finite. Ora per ie cofe dette del Cap.i. I. 3. n. ^« 
fé Cp fia una funzione di x , e fi ponga J" x = — i > 

farà jq) =~---!:h -I --r-^H ^7-1 

dx i.dx^ 2.3^x5 2.3.4^x4 

&c. e perciò farà (p = — S-r^H S-r-? ^ 

^ ^ dx Z d x^ %.l 

S£^+-i- S^ &c.; onde SÌÌ=-(H-r>< 

//x3 2,3.4 rfx^ rfx 'X 

S£l-^ J_ S^+^^ S^ &c. , queftaequa. 
^ X* 2 . 3 4( x3 . 2 . 3 • 4 dx^ 

zione fi chiami (^). Si ponga in (-rf) ^ in vece di 
--!. , avremo 5 *= Sr= — Aix •+.- ò^ — X 

rfx ^^ 2 rfx 2.J 

S-T-(4- — ^ — S-r-i &<^- l^cr togliere dal fecondo 
dx^ 2.3.4 ^x^ ^ 

membro di quefta equazione in feg^o 3 ^^ metta' in:^ 
(if) fucceflivamente -— , , - — &c. in luogo dì 

^dx dx^ dx^ • 

d (b 

-j^ dalla quale foftituzione nafceranno le fcguenti e- 

, ,11».» .1. .,..• .. ,,'J# 

A a a 2 qua* 
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quazioni Sj— =^ — ^'4* --•S 




dx 
_ ; foftitttendo pertanto nclP 

equazione 5^ = ^=— /^^^+— S j^— — ^ j^ 
-4- ' S^ &c^ i valori di S^, S^,&c.fi 
otterrà S^ = S = — /f irx— ^ . -t-^t::* 

1- . li! &c. cioè farà trovata la fommatoria di t ; 

la quale avrà un numero finito di termini ) quando 
qualche differenziale di ^ fia =^, ovveYo avrà un nu- 
mero infinito di tèrmini ^ quando qualunque differen- 
ziale di t non fia = • 

lY. Si voglia la fomraa di 2 x + i ^ ovvero che 
è lo fteffo, fi voglia P integrale di ax-i-i, cioè fi 
voglia una funzione di x in cui pofta x — i in vece 
di X fia la foa differenza 2 x-f- 1; avremo *= 2 x-f-i, 

• dt 

onde farà/^ix=/2xix-+-ix = xx4-x,c — 



= 25el— = ^;oodefaràS=S ^ = 5^x4-1 = 

4X* 

^— .XX--.2X: ( jf èia coftante , che fi dee aggina- 
gcrc air integrale ) j ed in fatti fé in ^— xx - ix 
fi ponga X— 1 in vece di x nafcera J'il — xx — z x 
«= 2 X H- I . Per venire alla confiderazione delle Icric 
bifogna ricordatfi di ciocché fi diffc T. x. L.j. Cap* o. 
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n. g. cioè che fé fia S la fomnia dei termini di nume- 
ro x^ ed X la fomma dei termini: di numero x — x > 
farà S — X il termine generale; ma x nafce da S po- 
nendovi X — I in vece (fi x 5 dunque farà S — x=:-^^S; 
onde S farà la fomma della ferie che à^ per termine 
generale — 9S ; ciò pofto eflendofi ritrovato di fopra 

^ A — XX — 2 X = 2 X + 1 farà integrando A — x x 

— 2 x=t S2x+i|exx-f-2x — Azzi-^Szx^iy 

€ prendendo la differenza ^ x k^i x*^A =; —2 x — i ; 
dunque x x-4- 2 x — A h lar fomma della ferie > che 
à per termine generale 2 x-f- 1 , ed in fatti quefta fe- 
rie , denotando x il numero dei. termini-, fi i trova ei^ 
fere 3 j 5 > 7 > 9 > 11 ) i J > 15 &c. &c. , la di cui fom- 
ma è appunto x x 4- 2 x (la coftante fi prende eguale 
a zero ^ perchè cosi fatta x=: i fi trova il termine prip 

mo eguale alla fomma , come dee elTere •) Sia /=:2x-7-i 
il fuo integrale , in fuppofìzione di ^x= — i j è e- 

guale ad — .(i — 2x) (2x + i); la fbmma poi 
della ferie che à per termine generale 2 x •— i è — 

( 2x— i)(2x-Hi)9CtoèriategraIcdi ax— i pre- 
fo negati vameute . 
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C A P o XVI. 

Si Jpegd il Paradojfo iti Cap.g. del Libro fecènie ^ 
e p foiiuja uà alcune promejje fatte nel dècorfo 

di qu({Jli Elementi^ 

I. "KTEI Capo nono del Libro fecondo folla fine ù. 
XN fece vedere , che oltre le equazioni , che £o - 
no contenute nell' integrale completo di una equazrio* 
ne differenziale alle volte fuccede , che vi fieno altre 
-equazioni) che foddisfanno bentflitno alla equazione diffe- 
renziale Aiddetta . Allora non eflfendomi nota foluzione 
alcona plaufibile <li quefto paradoifoylafciai la cofa nel- 
la fua ofcurità; prefentemenie dopo a ver letta la dot* 
ta Diflertazione del Signor La Grange fu quefto parti- 
colare inferita nel Tomo degli Atti della Reale Ac- 
cademia di Berlino per P anno 1774* eiporrò il mi^ 
Pentimento . In primo luogo io -dico > che per integra- 
le completo di 4ina equazione differenziate per cagion 
di efempio di primo grado non fi dee incendere fol- 
tanto quella equazion finita , che foddisfà alla |)redet- 
ta eauazione differenziale , e che contiene una còfi'an*- 
te arbitraria,, che non fia nella equazione differenzia- 
le j>redetta ; ma fi «dee intendere qualunque equazio- 
ne finita che differenziata dia la fuddetta equaxien^^ 
•differenziale: cosi V integrale completo della equa- 
zione differenziale j/x-f-3 xix.y— x srrfj non è 

i 

x+xx — a a =^ > il quale foddisfil alla propoft 



equazione differenziale ) e contiene la collante a 1 che 
non è in quefta 5 ma è qualunque equazione finita^ 
che differenziata*^ dia la propefta ^ Ora V equazione 

x-»4- 
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I 

X 4^ XX — Ita :=:y pofto cRe a dìfcgni non folo una 

coftantCj ma una variabile ancora è tale, che differen- 
ziando torna la propofta ; dunque fé fi fupponga a foi- 
tanto coftante non fi avrà V integrale completo . Per tro- 
vare poi la funzione variabile ) che. dee eflere pofta m 
luogo di a fi differenzi qucfto integrale (upponendo an- 
cora variabile a j avremo d x-^i x d x y^x x^ aa — • 
^ et da v/x X — a a = dy ; il differenziale prop ofto non 

potrà giammai tornare fc non fia — ^ ada yjax --^^ft 

=^;. dal che ricavo 4 = x> adunque fé neLintegra.* 

I 

le X.+ XX — a a fi ponga in vece di 4 la x ) nafceràr 

r equazione xz=iy y la quale foddisfà- alla equazione 

di£Eerenziale propofta > e per ciò è un di lei integra- 

le contenuto nell* integrale x 4- x x — ha z=:y fuppo* 
,fta a indifferente a difegnare una quantità, variabile 
egualmente, che una coftante. La formola differenzia- 
le di cui parlammo nel citato Capo nono èyd x — x dy 

zzza^d X* -+- dy^ , il di cui: integrale fi vide elferej = 

ti t X a •^•x 

A A — -— > e fi diffe effere quefto P integrala 

2' 2 il- 

compiette, perchè contiene la coftante A arbitraria.* ; 
ora io dico che quefto integrale non fi dee riputare 
«completo fé non fi fupponga ^ variabile ancora ; per- 
•chè può ben darfi, che vi fieno valori variabili di^, 
i quali facciano ritornare la propofta equazione diffe- 
renziale . Si differenzi dunque il predetto integrale fiip-» 
ponendo A variabile. Perchè torni il differenziale pro- 
pofto dee eflere il coefficiente ^ dA eguale al ze- 



ro ; dunque farà ■ ■■ ^ — — r-r = <^ > e perciò 

2 Z A A A 
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A = y^'^^^ ; fi ppnga ora quefto valore «ti A neU* 

integrale • A H -3-= J > **^* J —>/^ ^—^ ^ % 

che è pure un integrale .della forinola ^differenziale 
y d X — X dyzz a v^Vx**+7jS il quale non !fi conterà 



rà mai in t — ^A+ l~=jf fé fuppongafi A co- 

.a -2 il 

Hante* Dàlie cofe dette 'fi comprende che il paradoT- 
io deriva dal .prendere per integrale completo di una 
formola differenziale ^i^ell' integrale in culla quanti* 
fi aggiunta iffiafemprecoftafi te, quando ^può A eflere 
ancora variabile > come fi è veduto. 

IL Al Capo .5. Libro i* n. a. fi difle che qualo* 
ra fi trattava di aree ^ifintotiche inon eravamo ficuri 
generalmente sparlando )*che la fomma deiTettangoiet- 
ti infinitamente spiccioli foflfe eguale all' area 'afintoti* 
ca ) exhe neicafi particolari era ^neceifario di ufare 
oualche induftria :per afficurarfi quando detta fomm^^ 
lì poteva prendere per V 4irea ^ e quando no . »Per in-* 
dicare dunque xome dobbiamo in >fimili xafi contener» 
ci riprendo .la -quadratura ^della Oflbide 'data -nel Ca- 
po 12)1' area della «qual Curva, come ognun /a, è 
afintotica ; ora io 'dic^ che non pcfffiamo confondere 
la fomma dei trettangoletti infinitamente piccioli in- 
fcritti in queftVarea ^oU'area ftefla , fé non fiamo fi- 
curi ^ che il ^ettangoletto iatto dall' .afìntoto nelP e- 
lemento evanéfcente dell' afcifla fia ancor ><ifo evane- 
fcente. Per veder ciò rifletto che ^hiam^ta ( Fi^. :2($.^ 
AP=iXy ?M =j , A jB jp^ abbiamo , V equaziofic^ 

(della dflbide jj rr ; dunque chiamata f JS rz :ifr 
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aa^^H CbftitiieMla facà j jr»sg . , - > Sia oxa F £ c**^ 

vaocfconte cioè st <* » > «vitmo jp j ss j- , e jf s; — - ; 
ma r elemento^ dell^ area, è generalmente ydz ; dun* 
qae eflb dementa nel J^untoy JB (ari — -. . d:by cioè 

sr dziy m^d:^k evanescente; dunque ancora: 4^ i/»^ ). 
cioè il rettangofo' dell' afintoto* nell' elemento dell' 
afcifla è evanefcente ; dunque trattandoli, della qua* 
dratura della Ciflbidje fi. potrà fenza. pericolo di erra- 
re confondere la. ibmma d^i rettangoletti infinitamen- 
te piccioli coli' area afintotica • Neil' ìpcrbola. poi a^ 
polloniana non. fi. può fare ^efta confufìone) perchè il 
rettangofetta aocentiato fi ritrova eguale ad una quao* 
ntà. finita*. 

IH. Nel Capo 8: del Libro j. T. i; infegnammo 
un metodo aflai fpedito per ritrovare ii valori proffimi 
delle radici delle Equazioni numeriche , e benché a^ 
jnio credere nei* cafif particolari il: migUone configlio 
fia di ridttrw tutte le quantità, note- delle equazioni a 
sumeri , e: di mettere in opra, il metodo fùddetto, che 
^in pratica iy trovato Tempre di. felice riufcita ; ciò noQ 
citante mi convien parlare qui del metodo del. Signot 
La Grange di ritrovare, i valori, proffimi: delle, radici 
delle Equazioni litterali ). avendo ciò promeflb nel Ca* 
pO' citato. Il metodo del Signor La Grande c^fi ri* 
trova nel Tomo degli. Atti dell' Accademia di Berli* 
fio per 1' anno 1778. è. fondato nel fe|uei]tc. Teore* 

3^om. Ih Bb b ma. 



ma. Dlfegni ipx ùAa funzione qualunque di ^| é fi 
abbia k legueaife equazione X*--«^xH- <t>^^V» 5 iit p 
una qualunque radice di quefta equazione , cioè un^ 
qualunque valore di X) ^^fp dilegui qualunque fun* 
ziope di f'y fk MBA 'fingile fìiAìionìe di x , e n ^onga 

^^fsi dipoi fi faccia y>=/xH-/^ X 4} X-+» 

fxd((ply ^ fy'd^((t>xy ^ fxJ^(0x)^ &c. 
z.d X 2*3. Wx* . 2*. 3f.<^\ i/>c* ** 

Ìla legge della qua! progrellione è affai chiara) ed e« 
eguite attualmente le differenziazioni fi cangi x in^ 
X, il Signor d?Ua Gifangc dimt>ftra 5 che realmeirte à 
luogo una tale eguaglianza ; perciò fé fi ponga /|r=/^jef- 

icjDdo fx = x^ ed -Z- n:/' x:= i avremo p =:x+ 

M X 

.d{(pxy d^fpxy , d^C(p x)"* „ 

»y^ ■ ^ + ■ . . H ^^-—^ &c. dopo 

cbe iaracmò. eseguite le diff^erenai^zioni , e cangiato x 
in X; e comecché X è quantità nota , qnindi avremo 
una lèrie di quantità note eguale a p radici della pro>- 
pofta equazione ; onde farai nota per approffimazìorie. 
unA raoice. Se fi daranno air equazione altre forme > 
£ ritroveranno le altre radici nelja maniera ^ che fegue. 
Sia pcr..efempio da ritrox^arfi per approfiknftzione il va«^ 
ioxe deile'radici dell* Equazione x* — 2^x— i''^=o% 

X* b b 

Si divida r Equazione per 2 a^ onde fia — : — x^ — « — = o^ 
confrontando quefta colP Equazione X — x4- <|)x=:t> 5 

ljurà*q)^,=:--.9. =1^; onde avremo «^=::x-f-. — -f* 

^ *2a za za 

•JL*-i--ll-.-iL- &c. e collocando , -in vece di ;r 

avrer 






2/f 2*44^ 2.8il' 8: 16 .2.3^17 

Vare T altra radice della n'oftra' equazione , che chii- 

b b 

'ino ^* ) di()>ongo P equazione io quefto modo — H-» 

.a 1^ — :tf = ; cioè la divido per >f, € cangio i fegni; 
fjtttpfil confronto di.qu^a colla generaleH)x— -x-H 

b b 

K==: ^ fi trova x= — yX^ii a; e perciò avreq^p 

X 

bb b^ ^b^ S** o 

*^=xH[ VH — ; ^ &<^> ^ ponendo 2/» 

' X x5 xJ x^ 

in ve«edi xfarà^ = 2 ^^ r-s-H 



2 i^a^ 2^ /|5 2^ d^ 
&c. Ecco adunque come fi poflbno ritrovare facilmen- 
te le due ferie efprimenti i valori proflimi delle radici 
.'della noftra equazione • Ognun vede che le ferie deono 
eflere convergenti; e per ailicurarfi di ciò ftirao più op* 
portuno ricorrere alla natura di ciafcuna ferie partii 
. colare» che ricorrere ai metodi generali ) che per lo più 
fono eftremamente prolifli ed intrigati: cosV nel cafo 
noftro fi vede chiaramente che le ferie fono conver- 
genti ogniqualvolta fia b minore di a ^ perchè i termi- 
nili vanno continuamente a diminuirli . Sp nafceflfe il 
dubbio che le due ferie ^fprimano veraivei^te due va* 
lori differenti » e perciò due diiFerenti indici > tal dubr 
bio fi dilegua colla feguente rifleflìone * Fatto Bzizo 
nella Equazione propofta xx — a^x — bb=iO ^ avre- 
mo una radice eguale . a zero ; fé porremo inoltre an- 
cora 4=0 farà umilmente 1' altra radice della equa- 
zione eguale. al zero; onde le due radici reftano dì^ 

B b b 2 ili% 
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diftinte con quefto carattere) cioè uèa va a zefofup« 
pofto bzizo^ V altra va a zero fuppofto b ed a con* 
temporaneamente zero; ora la pMDa ferie va e|;uale 
a Mro pofta fol tanto ^ = a, « la fecomlaTà AMro 
pofto tanto Jf che a zero ; dunque le due ferie èfprt* 
mono i' due valori diverfi delle noftre radici* Se la e* 
quazione è di terzo ^rado per efempio/^«4^« Jc+r^ic 
H- x^ = ) il potranno a quefta dare tre differenti di- 
fpofìzioni ^ da cai nafceranno tre forme atte per ritro- 
vare le tre radici cioè : ia primo luogo ^ivideaMa^ 

per — y , e tacendo — ^ =:X, e ■ =: • ^ 

q ^ 

avremo X-^x+^xi^o* In fecondo luogo divldcii. 

dola per — rx, e facendo 2-=:X\e ^ 

rn^^x avremo X^ —x-|-q>'xr= . Finalmente divi- 
dendola per --x X e pofto — rr=X'^ ^ e — -^ — 

XX X 

=:(p" X avremo la terza forma V^ — x-^^** x=:o» 
Da quefte tre forme della noftra equazione cioiX — x 
•♦-(pxsro, X*'— x-H<|)*x'=r(7 , V — xH-^**xr=^ fi 
potranno ricavare 1 tre valori delle noftre radici) i 
quali fi troveranno differenti perchè uno diviene zero 
ponendo ^=: o , l'altro ponendo f-rzo^qznz o ^ final* 
ipente il terzo diventa zero col porre f = o^qz=zo^ 
r=:o. Se la equazione non à tutti i termini fi tras- 
muti in un altra ) che li abbia tutti ^ il che fi può 
fempre ottenere ^ 

FIKE DEL TERZO LIBRO. 
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